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Abstract:Thecoordinatesareobtainedfrom observationsbyusingleastＧsquaresmethod,sotheir
precisionshouldbecontaminatedbyobservationerrorsandthecovariancealsoexistsbetweencommon
pointsandnonＧcommonpoints．Thecoordinateerrorsdon’tonlyexistintheinitialframebutalsointhe
targetframe．Buttheclassicalstepwiseapproachforcoordinateframetransformationusuallytakesthe
coordinateerrorsoftheinitialframeintoaccountandoverlooksthestochasticcorrelationbetweencommon
pointsand nonＧcommon points．A new rigorous unified modelis proposedforcoordinateframe
transformationthattakesintoaccountboththeerrorsofallcoordinatesinbothfameandinterＧframe
coordinatecovariancebetweencommonpointsandnonＧcommonpoints,andthecorrespondingestimator
forthetransformedcoordinatesarederivedandinvolveappropriatecorrectionstothestandardapproach,

inwhichthetransformationparametersandthetransformedcoordinatesforallpointsarecomputedina
singleＧstepleastsquaresapproach．Theinterframecoordinatecovarianceshouldbeconsistenttotheir
uncertainties,butinpracticetheiruncertaintiesarenotconsistent．Tobalancethecovariancematricesof
bothframes,anewadaptiveestimatorfortheunifiedmodelisthusderivedinwhichthecorresponding
adaptivefactorisconstructedbytheratiocomputedbyHelmertcovariancecomponentestimation,

reasonableandconsistentcovariancematricesarearrivedthroughtheadjustmentoftheadaptivefactor．
Finally,anactualexperimentswith２０００pointsfromthecrustalmovementobservationnetworkofChina
(abbreviatedCMONOC)iscarriedouttoverifytheimplementofthenewmodel,theresultsshowthatthe
proposedmodelcansignificantlyimprovetheprecisionofthecoordinatetransformation．
Keywords:coordinatetransformation;similaritytransformation;adaptiveestimation;unifiedrigorous
model;intraＧframeandinterＧframecovariance
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摘　要:框架点坐标是由观测数据通过平差得到的,不可避免地受到观测误差的影响.针对原框架和目

标框架坐标均存在误差、非公共点与公共点间存在相关性,以及转换系数矩阵中仅部分元素存在误差的

实际情况,提出了同时考虑框架内误差以及转换点间相关性的基准转换严密模型,该模型将公共点和非

公共点联合处理,同时计算坐标转换参数和所有点的坐标转换值,推导出了新的严格坐标转换公式,该

公式为传统坐标转换公式基础上增加一改正量的形式;进一步,推导了原框架和目标框架坐标的方差不
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一致情况下的坐标转换模型的自适应解法;最后,利用“陆态网络工程”２０００个区域站的实测坐标进行

坐标转换验证,结果表明,这种严密模型较传统坐标转换模型具有更高的坐标转换精度.
关键词:坐标转换;相似变换;自适应估计;联合统一模型;框架协方差
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　　三维坐标转换是大地测量最基本的问题,为
了进行不同框架间的坐标转换,目前常采用相似

变换模型,如Bursa模型、Molodensky模型等[１].
传统的三维坐标转换模型通常只考虑公共点在原

框架下的坐标误差,即首先利用公共点在原框架

和目标框架下的坐标采用最小二乘解得转换参

数,然后利用所求得的转换参数转换非公共点得

到其在目标框架下的新坐标.当观测误差服从正

态分布时,相似变换模型的解可认为是最优的.
如公共点的坐标存在异常误差,可采用抗差估计

算法抑制其异常误差的影响[２].如异常观测数据

较多时可采用高崩溃率的转换参数抗差解法[３].
相似变换模型应用于局部区域的坐标转换时可能

存在病态问题,利用正则化算法可解决其病态

性[４].传统的三维坐标变换通常是针对小旋转角

的,对大旋转角并不适用,于是有学者研究了以方

向余弦为参数、适用于大旋转角的三维基准转换

模型[５],扩大了坐标转换模型的应用范围.由于

受地壳板块运动、局部变形等的影响,坐标存在局

部系统误差,相似变换模型不能很好地顾及这些

局部效应,有学者提出了可变参数的坐标转换

法[６Ｇ７]、坐标系综合变换法[８]和组合变换法[９],通
过合理增加模型参数来吸收这种局部系统性参

数,从而改善坐标转换效果.仅通过改进函数模

型很难完全消除局部变形误差的影响,于是有学

者把函数模型变换后的残差看成随机场,采用拟

合推估进行坐标转换[１０Ｇ１１],其本质是拟合推估两

步解法[１２Ｇ１３]的实际应用.拟合推估应用的关键

是合理确定信号的协方差矩阵,若信号与观测量

间的协方差不协调,可通过方差分量估计[１４]或自

适应估计[１５Ｇ１８]来调整,以便较合理地确定拟合推

估的信号与观测量间的权比.
测站坐标是对观测数据进行数据处理获得

的,不可避免地受到测量误差的污染,由此构造的

坐标转换系数矩阵自然也会存在误差,于是有学

者研究了三维坐标变换中同时顾及系数矩阵误差

和观测向量误差的整体最小二乘法[１９];同时考虑

系数阵误差且适用于大旋转角的坐标转换通用整

体算法[２０]以及控制异常误差影响的稳健整体最

小二乘方法[２１].通常,整体最小二乘假设系数矩

阵的所有元素都是有误差的,但实践中系数矩阵

并不是所有元素都有误差,于是,有学者研究了仅

考虑坐标转换系统矩阵部分元素有误差的整体最

小二乘法[２２Ｇ２３].这种考虑系数阵元素误差的转

换模型通常是非线性的,进行总体最小二乘解算

常采用迭代解法[２４Ｇ２６].
事实上,坐标转换中公共点与非公共点的误

差对坐标转换结果都有影响[２７],于是有学者提出

了顾及两套坐标误差的坐标转换方法[２８],考虑系

数矩阵所有元素都有误差的无缝坐标转换模

型[２９Ｇ３０].上述算法的核心是利用原框架下公共

点与非公共点间的协方差建立拟合推估模型,对
非公共点的坐标转换值进行改进,采用牛顿迭代

法进行计算.然而由前文所述,系数矩阵中并不

是所有元素都有误差,这种认为系数矩阵所有元

素都有误差是不合实际的;此外,系数矩阵中相同

元素的改正数也应该相同.
为此,本文针对原框架和目标框架下的坐标

均存在误差、非公共点与公共点间存在相关性,以
及坐标转换系数矩阵中仅部分元素存在误差的实

际情况,提出了一种三维基准转换严密模型,推导

了严密的坐标转换公式.该模型同时考虑框架点

误差和转换点间协方差关系,对系数矩阵仅考虑

有误差的元素,将公共点和非公共点联合处理,同
时计算坐标转换参数、公共点和非公共点的转换

值;进一步,借鉴自适应思想[１５Ｇ１８],推导了原框架

和目标框架坐标的方差不一致情况下的坐标转换

自适应解法;最后,利用“陆态网络工程”２０００个

区域站的实测坐标向 CGCS２０００的转换进行试

验验证.

１　坐标转换联合模型

描述两个地球参考架的转换关系常采用相似

变换模型[１],原框架到目标框架的三维坐标转换
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式中,Xi,Ⅱ 为目标框架下的坐标;Xi,Ⅰ 为原框架

下的坐标;T＝[tx０ ty０ tz０]T 为平移参数;k 为

尺度参数;ζ＝[ωx ωy ωz]T 为旋转参数.
由于坐标都是由观测数据通过平差得到的,

不可避免地受到观测误差的影响,公共点在两框

架下的坐标也都可能存在误差.通常,整体最小

二乘认为由式(１)构造的误差方程的系数矩阵所

有元素都有误差[１９],但其中部分元素为常数１和

０,并不包含误差,仅部分元素有误差.如此,只对

有误差的元素进行改正
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式中,I︸３×３

表示三维单位阵.

联合m 个公共点求解坐标转换参数,则有

XⅡ ＋eXⅡ ＝XⅠ ＋ G︸３m×７
θ＋{Ⅰ︸m×m

⊗[(k＋１)􀅰

Ⅰ︸３×３
＋R︸３×３

]}􀅰eXⅠ
(３)

式中,XⅡ ＝
X１,Ⅱ

⋮
Xm,Ⅱ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

;G＝
G１

⋮
Gm

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

;eXⅠ ＝
eX１,Ⅰ

⋮
eXm,Ⅰ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;

eXⅡ ＝
eX１,Ⅱ

⋮
eXm,Ⅱ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;R＝
０ ωz －ωy

－ωz ０ ωx

ωy －ωx ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;Gi＝

１ ０ ０ xi,Ⅰ ０ －zi,Ⅰ －yi,Ⅰ

０ １ ０ yi,Ⅰ zi,Ⅰ ０ －xi,Ⅰ

０ ０ １ zi,Ⅰ yi,Ⅰ xi,Ⅰ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;eXi,Ⅰ

为原框架坐标Xi,Ⅰ 的误差;eXi,Ⅱ 为目标框架坐标

Xi,Ⅱ 的误差;θ 为坐标转换参数;⊗为 Kronecker

直积算子;I︸m×m

表示m 维单位阵.

假设原框架另有n 个非公共点坐标Z′Ⅰ ,则
转换到目标框架下的坐标为
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由于坐标转换的旋转参数和尺度参数都是小

量,坐标误差也是小量,忽略其二阶小量,同时考

虑到X＝XⅡ ＋eXⅡ ,则考虑公共点与非公共点的

坐标变换联合模型[２７]可写为
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假定原框架与目标框架是独立的,则公共点

与非公共点协方差矩阵为
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式(５)也可写为
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相应的协方差矩阵为
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可以看出,仅考虑系数矩阵中有误差的元素

的坐标转模型式(５)、式(７),确保了系数矩阵中原

框架坐标具有相同的改正数,这与传统的认为系

数矩阵中所有元素都有误差的整体最小二乘法误

差矩阵不同.
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２　坐标转换联合模型解算

由于式(５)与式(７)是等价的,可以采用任一

式进行计算,对式(５)构造误差方程[２７],并写成紧

凑模式
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ê
ê

ù

û

ú
ú
;L１＝

XⅡ

XⅠ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú .

相应的权阵为

P＝Σ－１
eXⅡ

eXⅠ

eZ′Ⅰ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

＝
P１１ P１２

P２１ P２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ＝

ΣL１ ΣL１,Z′Ⅰ

ΣZ′Ⅰ ,L１ ΣZ′Ⅰ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

－１

(１０)

式中,ΣL１,Z′Ⅰ ＝
０

ΣXⅠ ,Z′Ⅰ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;ΣL１＝

ΣXⅡ ０

０ ΣXⅠ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

由矩阵分块求逆公式有

P１１－P１２P－１
２２P２１＝Σ－１

L１ ＝diag(Σ－１
XⅡ ,Σ－１

XⅠ )

P－１
２２P２１＝－ΣZ′Ⅰ ,L１Σ－１

L１ ＝－ ０ ΣZ′Ⅰ ,XⅠΣ－１
XⅠ[ ] }

(１１)
依据最小二乘原理求解式(９)

N１１ AT
１１PL１,Z′Ⅰ ＋AT

２１PZ′Ⅰ

PZ′Ⅰ ,L１A１１＋PZ′ⅠA２１ PZ′Ⅰ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
×

　
􀭹θ
^

Ẑ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

U１

PZ′Ⅰ ,L１L１＋PZ′ⅠZ′Ⅰ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１２)

式 中,N１１ ＝AT
１１PL１ A１１ ＋AT

１２PZ′Ⅰ ,L１ A１１ ＋
AT

１１PL１,Z′ⅠA２１ ＋AT
２１PZ′Ⅰ A２１;U１ ＝AT

１１PL１L１ ＋
AT

１２PZ′Ⅰ ,L１L１＋AT
１１PL１,Z′ⅠZ′＋AT

２１PZ′ⅠZ′.
整理有

Ẑ＝P－１
Z′ⅠPZ′Ⅰ ,L１L１＋Z′Ⅰ －(P－１

Z′ⅠPZ′Ⅰ ,L１A１１＋A２１)􀭹θ
^

(１３)

[AT
１１(P１１－P１２P－１

２２P２１)A１１]􀭹θ
^

＝AT
１１(P１１－

P１２P－１
２２P２１)L１

(１４)

把A１１＝
０ I
－G I

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,􀭹θ
^

＝
θ̂

X̂

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,L１ ＝

XⅡ

XⅠ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

P１１－P１２P－１
２２P２１＝diag(Σ－１

XⅡ ,Σ－１
XⅠ )代入式(１４)

GTΣ－１
XⅠG －GTΣ－１

XⅠ

－Σ－１
XⅠG Σ－１

XⅠ ＋Σ－１
XⅡ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

θ̂

X̂

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

－GTΣ－１
XⅠXⅠ

Σ－１
XⅠXⅠ＋Σ－１

XⅡXⅡ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１５)
则有

－̂X＝XⅠ ＋Ĝθ＋ΣXⅠ (ΣXⅠ ＋ΣXⅡ )－１􀅰(XⅡ －

XⅠ －Ĝθ) (１６)

θ̂＝ [GT (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１G]－１ 􀅰GT (ΣXⅡ ＋
ΣXⅠ )－１(XⅡ －XⅠ ) (１７)

把A１１＝
０ I
－G I

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,A２１＝ －􀭾G ０[ ] ,L１ ＝

XⅡ

XⅠ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,P－１

２２P２１＝－ ０ ΣZ′Ⅰ ,XⅠΣ－１
XⅠ[ ] 以及式(１６)

代入式(１３),整理有

Ẑ＝Z′Ⅰ＋􀭾Ĝθ＋ΣZ′Ⅰ,XⅠ(ΣXⅠ＋ΣXⅡ)－１(XⅡ－XⅠ－Ĝθ)

(１８)
其相应的协方差矩阵为

Σ̂θ＝[GT(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１G]－１

Σ̂Z＝ΣZ′Ⅰ ＋GΣ̂θGT－

　　ΣZ′Ⅰ ,XⅠ (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１GΣ̂θ􀭾GT－

　　􀭾GΣ̂θGT(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１ΣXⅠ ,Z′Ⅰ －
　　ΣZⅠ′,XⅠ (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ －
　　GΣ̂θGT)(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１ΣXⅠ ,Z′Ⅰ

ΣX̂ ＝ΣX＇Ⅰ ＋GΣ̂θGT－
　　ΣX＇Ⅰ (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１GΣ̂θGT－
　　GΣ̂θGT(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１ΣX′Ⅰ －
　　ΣX＇Ⅰ (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ －
　　GΣ̂θGT)(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１ΣX′Ⅰ

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１９)
可以看出:
(１)转换参数的求解仅与公共点在原框架和

目标框架的坐标值和协方差有关,与原框架中公

共点与非公共点间的协方差无关,即非公共点对

转换参数没有贡献.
(２)原框架内的公共点与非公共点转换到目

标框架的解的形式为标准坐标转换值加上一改正

量的形式,对公共点的改正量dX、非公点的改正

量dZ 分别为

dX＝ΣXⅠ (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１(XⅡ －XⅠ －Ĝθ)

dZ＝ΣZ′Ⅰ ,XⅠ (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１(XⅡ －XⅠ －Ĝθ)}
(２０)

(３)顾及框架间误差的坐标转换较标准坐标

９１
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转换的公共点和非公共点的协方差是变小的,其
协方差改正量分别为

dΣZ′Ⅰ ＝－ΣZ′Ⅰ ,XⅠ (ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ －
　　　GΣ̂θGT)(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１ΣXⅠ ,Z′Ⅰ

dΣX̂ ＝－ΣX′Ⅰ
(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ －

　　　GΣ̂θGT)(ΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１ΣX′Ⅰ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(２１)
(４)顾及框架间误差的坐标转换解与拟合推

估解[１１]的形式非常相似,如果把原框架的坐标协

方差看成拟合推估信号的协方差,则二者的解是

一样的,如此,避免了拟合推估中构造合适的信号

协方差函数的问题.但需要明确的是二者的物理

意义并不相同.

３　方差不一致的自适应求解

通常情况下,由于在数据处理中很难确定可

靠的坐标框架的先验方差,原框架(或目标框架)
的坐标所对应的协方差矩阵仅反映框架内的相互

关系,且估计的精度往往偏高[３１].通常,不同框

架间其 方 差 因 子 并 不 一 致,势 必 影 响 转 换 精

度[１４].考虑不同框架间方差因子不一致情况下

的自适应解的目标函数为

Ω＝VXT
ⅡPXⅡVXT

Ⅱ ＋αVT
ⅠPⅠVⅠ ＝min (２２)

式中,PⅠ＝
PⅠ

１１ PⅠ
１２

PⅠ
２１ PⅠ

２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ＝

ΣXⅠ ΣXⅠZ′Ⅰ

ΣZ′ⅠXⅠ ΣZ′Ⅰ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

－１

;PXⅡ ＝

ΣX－１
Ⅱ

;α为自适应因子[１５Ｇ１８].
对式(２２)求极值后,整理有

αNⅠ ＋NⅡ[ ] 􀅰
θ̂
X̂
Ẑ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
U０

U１

U２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(２３)

式中,NⅠ＝
N００ N０１ N０２

N１０ PⅠ
１１ PⅠ

１２

N２０ PⅠ
２１ PⅠ

２２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
;NⅡ＝

０ ０ ０
０ Σ－１

XⅡ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
;

N０１＝－(GTPⅠ
１１＋􀭾GTPⅠ

２１);NT
２０＝N０２＝－(GTPⅠ

１２＋
􀭾GTPⅠ

２２);N００＝(GTPⅠ
１１GT＋􀭾GTPⅠ

２１GT＋GTPⅠ
１２􀭾GT＋

􀭾GTPⅠ
２２􀭾GT );U０ ＝ －α(GTPⅠ

１１ ＋􀭾GTPⅠ
２１)XⅠ －

α(GTPⅠ
１２＋􀭾GTPⅠ

２２)Z′１;U１＝Σ－１
XⅡXⅡ ＋α(PⅠ

１１XⅠ ＋
P１２Z′Ⅰ

１ );U２＝α(PⅠ
２１XⅠ ＋PⅠ

２２Z′１).
仿照式(１２)—式(１８)的推导,其分步解为

θ̂＝[GT(αΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１G]－１􀅰
　 GT(αΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１(XⅡ －XⅠ )

X̂＝XⅠ ＋Ĝθ＋ΣXⅠ (αΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１􀅰

　　(XⅡ －XⅠ －Ĝθ)

Ẑ＝Z′Ⅰ ＋􀭾Ĝθ＋ΣZ′Ⅰ ,XⅠ (αΣXⅡ ＋ΣXⅠ )－１􀅰

　　(XⅡ －XⅠ －Ĝθ)

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２４)

式(２４)与式(１６)、式(１７)、式(１８)形式非常相

近,但若自适应因子α≠１,解的数值就会不同.
自适应因子α起着平衡原框架和目标框架坐标误

差影响的作用.
采用不同统计方法可以构造不同的自适应因

子,可以采用极大似然估计法和 Helmert方差分

量估计法确定自适应因子[１７,３０].两类观测量的

Helmert方差分量公式[１６]为

S１１ S１２

S２１ S２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

σ̂２
Ⅱ

σ̂２
Ⅰ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

VXT
ⅡPXⅡVXT

Ⅱ

VT
ⅠPⅠVⅠ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(２５)

式中

Sii＝３ni－２tr(N－１Ni)＋tr(N－１NiN－１Ni)

Sij＝tr(N－１NiN－１Nj)　　(i≠j) }
(２６)

式中,ni 为原框架和目标框架坐标点个数;̂σ２
Ⅱ 、

σ̂２
Ⅰ 分别为原框架和目标框架坐标的方差因子.

解得σ̂２
Ⅱ 、̂σ２

Ⅰ 后,可以构造自适应因子α

α＝
σ̂２

Ⅱ

σ̂２
Ⅰ

(２７)

即可按式(２３)、式(２４)重新估算转换参数和坐标

转换值.

４　计算与分析

利用“陆态网络工程”２０００个区域站观测数

据,计算了它们在２００９、２０１１年的坐标及其协方

差,作为试验分析数据.这两期数据的联测时间

分 别 为 ２００９Ｇ０４Ｇ３１—２００９Ｇ１０Ｇ３１、２０１１Ｇ０２Ｇ２２—

２０１１Ｇ１０Ｇ１４,每个测站观测４d,１d为一个观测时

段,数据采样率为３０s,基线解算采用 GAMIT软

件,平差处理采用 CGCS２０００联合平差开发的基

线网平差软件,处理结果站坐标三分量的精度均

优于１cm.为了验证顾及框架误差的坐标转换

联合模型的效果,取“陆态网络工程”一期的１０００
个点作为公共点,其余１０００点作为非公共点,分
别采用经典转换模型和本文提出的联合转换模型

进行坐标转换.在联合转换模型中计算非公共点

坐标转换值时,非公共点与公共点间的协方差是

必不可少的,计算中采用前述平差所得到的协方

差作为ΣZ′Ⅰ ,XⅠ .
一般来说,坐标值及其精度是最容易获得的,

可按坐标各分量的实际精度定权,记为方案１;当
认为目标框架坐标精度较高,即ΣXⅡ ＝０,仅考虑

原框架坐标协方差ΣXⅠ ≠０,记为方案２;综合考

０２
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虑原框架和目标框架的坐标协方差,即ΣXⅠ ≠０,

ΣXⅠ ≠０,记为方案３.

４．１　计算结果差异分析

由前所述可知,考虑公共点与非公共点间的

协方差与否对转换参数的计算是没有影响的,
表１给出了不同方案下计算的转换参数及其精

度.可以看出,考虑公共点坐标的协方差的不同

方案(按坐标各分量的方差、仅考虑原框架的坐标

协方差和同时考虑原框架和目标框架的坐标协方

差),所估计的转换参数差异不太大,且数值较小,
平移参数最大差值也不超过０．５mm,除了方案２
X 方向的旋转参数为２．１７mas外,其余方案的旋

转参数几乎为零,并且转换参数估值与其均方差

的量级基本一致,说明这些参数并不明显.

表１　不同方案估计的转换参数

Tab．１　Estimatedtransformationparametersbetween２００９resultsand２０１１results

方案 tx０/cm ty０/cm tz０/cm k/ppb ωx/mas ωy/mas ωz/mas

方案１
０．００２ ０．００８ ０．０１０ ０．００２ ０．０００ ０．０００ ０．０００

±０．０１１ ±０．０１３ ±０．０１６ ±０．００ ±０．０００ ±０．０００ ±０．０００

方案２
０．０１２ －０．００３ －０．０４９ ０．０１０ ２．１２７ ０．０００ ０．０００

±０．０４１ ±０．０４９ ±０．０６３ ±０．００ ±０．０００ ±０．０００ ±０．０００

方案３
０．００２ －０．００３ ０．００６ ０．００１ ０．０００ ０．０００ ０．０００

±０．０２７ ±０．０３３ ±０．０４３ ±０．０００ ±０．０００ ±０．０００ ±０．０００

　　为了分析不同定权方式对联合转换模型与经

典转换模型计算的坐标转换值差值的影响,表２
给出了联合转换模型与经典转换模型的计算结果

差值统计(左边为公共点坐标的差值,右边为非公

共点的差值).不考虑各点各分量间的协方差,仅
考虑点位坐标各分量的方差,经典转换模型与新

的联合模型计算的坐标转换值的差值在X、Y、Z
方向的标准差,公共点为５mm、９mm、８mm,非
公共点为８mm、３０mm、２０mm;仅考虑原框架坐标

协方差所计算的坐标转换值差值在X、Y、Z 方向

的标准差,公共点为１３mm、２３mm、１９mm,非公共

点为４mm、１２mm、１０mm;同时考虑原框架和目标

框架坐标协方差的不同转换模型所计算坐标转换

值差值在X、Y、Z 方向的标准差,公共点为５mm、

８mm、７mm,非公共点为２mm、３mm、３mm.

图１给出了非公共点两种模型计算的转换值

差异.仅考虑点位坐标各分量方差情况下,经典

转换模型计算的坐标转换值与联合转换模型的坐

标标转换值的差值变化较大,在 X、Y、Z 方向最

大差值分别为６cm、１７cm、９cm;忽略目标框架

误差仅考虑原框架误差时,这两种转换模型计算

的坐标转换值的差值变化变小,在 X、Y、Z 方向

最大差值分别为２cm、６cm、５cm;同时考虑目标

框架和原框架误差时,这两种转换模型计算的坐

标转换值的差值变化更加平稳,在 X、Y、Z 方向

最大差值分别为１cm、２cm、２cm.
综合图１、表２的分析,说明联合转换模型与

经典转换模型中不同定权方式对计算的坐标转换

值有着不同的影响,同时考虑考虑目标框架和原

框架误差时,坐标转换值的差异相对较平稳.

图１　联合转换模型与经典转换模型计算的非公共点坐标转换值的差异

Fig．１　Correctionsvectorsbetweenresultbyusingclassicalmethodandonesusingcombinedmethod

１２
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表２　联合转换模型与经典转换模型的结果差值统计

Tab．２　Statisticsofthecorrectionvectorsbetweenclassicalmethodandcombinedmethod cm

方案
公共点 非公共点

max min mean std max min mean std

方案１
X ４．０１ －１．２７ ０．０８ ０．４９ ６．２３ －２．２４ ０．２９ ０．８８
Y ４．５３ －７．５８ －０．１４ ０．９３ ４．８７ －１７．５７ －１．５３ ３．０６
Z １．６０ －５．０６ －０．２７ ０．７６ ６．０５ －８．９１ －０．９５ ２．０６

方案２
X 　１０．８８ 　 －４．２０ ０．２３ １．２８ １．９４ －１．３８ ０．０５ ０．３６
Y １１．４０ －１０．１８ －０．３９ ２．２７ ６．３７ －２．６４ ０．２０ １．２２
Z ６．６４ －８．９６ －０．７４ １．８７ ５．１４ －２．８７ －０．２１ １．００

方案３
X ４．０２ －１．２６ ０．０７ ０．５３ １．２２ －０．４３ ０．０１ ０．１５
Y ６．２６ －６．０９ －０．２１ ０．８２ １．６７ －１．０７ －０．０１ ０．２８
Z ３．４４ －３．７３ －０．１７ ０．７３ １．５２ －１．３０ －０．０１ ０．３０

４．２　计算结果精度分析

　　为了说明不同定权方案下坐标转换模型的精

度情况,表３给出了经典转换模型与联合转换模

型所计算的公共点残差统计情况,表４给出了非

公共点即外部检查点的精度统计情况.

表３　公共点残差统计

Tab．３　Statisticsofthecorrectionvectorsincommonstations cm

方案
联合转换模型 经典转换模型

max min mean std max min mean std

方案１
X ４．１４ －０６．８７ －０．１５ ０．８４ ４．２０ －１０．８８ －０．２３ １．２８
Y ６．７９ －１１．１６ ０．２４ １．４５ １０．１８ －１１．４１ ０．３９ ２．２７
Z ５．９９ －６．５２ ０．４６ １．２０ ８．９５ －６．６４ ０．７３ １．８７

方案２
X ０．００ 　 ０．００ 　０．００ ０．００ ４．２０ －１０．８８ －０．２３ １．２８
Y ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ １０．１８ －１１．４０ ０．３９ ２．２７
Z ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ８．９６ －６．６４ ０．７４ １．８７

方案３
X ３．９１ 　 －６．８７　 －０．１６ ０．８３ ４．２０ －１０．８８ －０．２３ １．２９
Y ６．６４ －１０．３７ ０．１８ １．６２ １０．１８ －１１．４１ ０．３９ ２．２７
Z ５．８５ －６．１０ ０．５７ １．３０ ８．９５ －６．６４ ０．７３ １．８７

表４　外部检查精度统计

Tab．４　Statisticsofthecorrectionvectorsinthecheckingstation cm

方案
联合转换模型 经典转换模型

max min mean std max min mean std

方案１
X １０．０２ －９．７５ －０．１６ １．２４ ９．８４ －９．７５ －０．２２ １．３２
Y １９．３５ －１３．３７ ０．０９ ２．２３ １９．３１ －８．６７ ０．４１ ２．５０
Z １８．３６ －５．２４ ０．４２ １．７６ １８．４７ －４．２０ ０．５９ ２．０３

方案２
X ０９．８６ －９．８９ －０．１９ １．２４ ９．８４ －９．７５ －０．２２ １．３２
Y １９．７７ －１０．０７ ０．６４ ２．０３ １９．３１ －８．６７ ０．４１ ２．５０
Z １８．７７ －５．７５ ０．４２ １．８５ １８．４７ －４．２０ ０．５９ ２．０２

方案３
X 　 ９．９２　 －９．８２ 　０．２２ １．２８ ９．８４ －９．７５ －０．２２ １．３２
Y １９．４０ －８．８８ ０．３４ ２．４５ １９．３１ －８．６７ ０．４１ ２．５０
Z １８．４８ －４．４８ ０．５２ １．９６ １８．４７ －４．２０ ０．５９ ２．０３

　　从公共点残差看,按方差定权的联合模型所

得到 差 值 的 标 准 差,在 X、Y、Z 方 向 分 别 为

０．８cm、１．５cm、１．２cm;当认为目标框架坐标精度

非常高时,即ΣXⅡ ＝０,从式(１６)可知,联合转换

模型确定的坐标转换值应为目标框架点坐标值,
即其残差为零;当认为目标框架和原框架均有误

差时,联合模型在 X、Y、Z 方向标准差分别为

０．８cm、１．６cm、１．３cm.在这３种精度情况下,经

２２
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典模型的标准差均为１．３cm、２．２cm、１．８cm,明显

大于联合模型.
从外部检查点看,按方差定权的联合模型所

计算得到的差值的标准差,在 X、Y、Z 方向分别

为１．２cm、２．２cm、１．７cm;当认为目标框架坐标精

度非常高ΣXⅡ ＝０时,联合模型在 X、Y、Z 方向

的标准差分别为１．２cm、２．０cm、１．８cm;当认为目

标框架和原框架误差时,联合模型所得到的残差

在X、Y、Z 方向标准差分别为１．３cm、２．４cm、

１．９cm.在这３种模型下经典模型的标准差均为

１．３cm、２．５cm、２．０cm.可以发现无论哪种情况,
联合转换模型均比经典模型精度高.

从内外部精度看,在这３种情况下经典模型

的标准差基本一致,但联合转换模型的标准差并

不相同,均比经典模型精度高.由于经典模型仅

受转换参数影响,由表１可知,不同方案下的坐标

转换参数差异非常小,由此计算的坐标转换值差

异也会小;但联合模型不仅受转换参数影响,而且

也受公共点残差的影响,其影响通过协方差进行

体现,自然各种定权模式下的精度统计并不一致.

４．３　不同先验方差对结果的影响分析

坐标转换涉及原框架和目标框架两类坐标,这
两类坐标通常对应不同的方差因子,从数据处理角

度看,这两类坐标方差因子的比值决定了坐标转换

中原框架和目标框架坐标对解的贡献大小,方差因

子的不同比值必然对坐标转换结果有所影响.
为了分析先验方差对基准变换的影响,进行

了不同先验精度下的试算(比值分别为０．０１、１、

１００).表５给出了不同先验精度下坐标转换的统

计精度.可以看出,在不同的方差因子比值情况

下,标准联合转换模型所确定的外部检查点有不

同精度.在方差因子比值为０．０１时,X、Y、Z 方

向标准差分别为１．２cm、１．９cm、１．８cm;在方差因

子比 值 为 １ 时,X、Y、Z 方 向 标 准 差 分 别 为

１．３cm、２．４cm、１．９cm;在 方 差 因 子 比 值 为

１００时,X、Y、Z 方 向 标 准 差 分 别 为 １．９cm、

１．９cm、２．１cm.

表５　外部检查精度统计

Tab．５　Statisticsofthecorrectionvectorsinthecheckingstation cm

先验方差
自适应联合转换模型 标准联合转换模型

max min mean std max min mean std

０．０１
X ９．８６ －５．５５ －０．１８ １．４０ ９．８６ －５．５５ －０．１８ １．２０
Y １９．５１ －１０．０６ ０．６２ １．８４ １９．５１ －１０．０６ ０．６２ １．９４
Z １８．７７ －５．７４ ０．４０ １．７５ １８．７７ －５．７４ ０．４０ １．７６

１
X ９．８６ －５．５５ －０．１８ １．４０ ９．９２ －９．８２ 　０．２２ １．２８
Y １９．５１ －１０．０６ ０．６２ １．８４ １９．４０ －８．８８ ０．３４ ２．４５
Z １８．７７ －５．７４ ０．４１ １．７６ １８．４８ －４．４８ ０．５２ １．９６

１００
X ９．８６ －５．５５ －０．１８ １．４０ 　１１．８９ 　 －４．９８ 　０．２３ １．９２
Y １９．５１ －１０．０６ ０．６２ １．８４ １９．８８ －９．４８ ０．４９ １．９０
Z １８．７７ －５．７４ ０．４０ １．７６ １８．３１ －４．５２ ０．４２ ２．１５

　　通过方差分量估计构造的自适应因子调整目

标框架和原框架随机模型后,自适应联合转换模

型所确定的外部检查点的统计精度基本一致,其
标准差在X、Y、Z 方向为１．４cm、１．８cm、１．８cm.
自适应因子调整目标框架与原框架间的方差因子

间比值,起到了平衡目标框架与原框架对结果贡

献的作用.
图２给出了先验精度比值为１００情况下的联

合转换模型经自适应调整过程中的方差因子的变

化,经过１０次调整方差因子比值逐步趋近于１,
保证了他们的方差因子基本相同,使其贡献更加

合理.
图２　方差因子的迭代变化

Fig．２　Iterativeadaptivefactor
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５　结　论

坐标转换中公共点、非公共点坐标都存在误

差,本文从更一般的情况出发,提出了一种严密的

坐标转换联合模型,利用２０００点规模的GNSS控

制网实测数据,分析了这种联合模型在不同误差

情况下的效果,主要结论如下.
(１)该模型同时考虑了公共点在目标框架和

原框架中的误差、原框架的非公共点与公共点间

相关性,以及转换系数矩阵的误差,理论严密.在

忽略二阶小量基础上,推导的转换公式更具一般

性,兼容了传统的坐标转换模型.
(２)理论分析和实际计算均表明,转换参数

的求解仅与公共点在原框架和目标框架的坐标值

和协方差有关,与原框架内的公共点与非公共点

间的协方差无关,即非公共点对转换参数没有

贡献.
(３)通常情况下,原框架与目标框架的方差

因子不一致,坐标转换联合模型的自适应解法采

用方差分量估计构造的自适应因子调整了原框架

与目标框架坐标的贡献,保证了它们的方差因子

基本一致.
(４)利用２０００点的实测数据,按等权、点位

坐标各分量的方差定权、仅按需转换框架定权以

及同时考虑两套框架协方差定权,联合转换模型

较传统坐标转换模型具有更高的坐标转换精度.
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