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摘　要:网格编码代数是当前全球空间网格研究中的难点,也是推动全球空间网格从数据组织管理框架

发展成为新一代空间分析模型的理论基础.Hilbert曲线是设计全球空间网格单元编码的重要工具.
本文以Hilbert曲线序列码作为八叉树立体网格单元的唯一编码,由Hilbert曲线数学性质推导得到网

格单元Hilbert码的层级演进关系表,进而设计了用于网格编码代数运算的若干操作算子,为构建全球

空间网格分析理论与方法提供参考.
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　　全球空间网格将地球空间离散化为各个剖分

等级的网格单元,为每一个网格单元建立全球唯

一的网格编码,以网格单元为基础实现全球空间

信息的统一组织,为全球范围的空间数据管理、空
间信息分析、空间问题建模提供统一框架[１].按

照网格剖分对象,全球空间网格可分为球面网格和

球体网格.常见的球面网格包括球面正多面体网

格[２]、球面Voronoi网格[３]、混合式球面网格[４]等.
常见的球体网格包括阴阳网格[５]、立方体网格[６]、
球体退化八叉树网格[７]、圈层立体网格[８]等.

利用空间填充曲线的降维和聚簇性,设计高

效的网格单元编码算法,是全球离散网格领域的

一个 重 要 研 究 方 向[１].文 献 [９]提 出 了 基 于

Hilbert曲线的全球离散网格影像金字塔索引算

法,文献[１０]基于Z 曲线设计了球体退化八叉树

网格的编码算法,文献[８]提出基于 Hilbert曲线

的扩展八叉树剖分网格编码算法,文献[１１]将

Hilbert曲线扩展应用到地月一体圈层立体网格

的编码算法中.Hilbert曲线编码的经典方法是

由文献[１２]针对二维空间构造提出的.该算法是

基于 Morton码的二进制位操作法,算法复杂度

为O(n２).文献[１３]根据 Hilbert曲线的空间层

次分解特征,通过栅格空间层次分解与构造域状

态转移向量,设计了二维空间中 Hilbert码的递

归生成算法,算法复杂度为O(max(n)).文献

[１４]设计了基于状态转移矩阵的 Hilbert码快速

生成算法,将 Hilbert状态转移矩阵转换为C＋＋
中的数组运算,减少了 Hilbert码计算过程中的
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嵌套循环及迭代处理,将算法复杂度降为O(n).
上述编码方法都只是在二维空间中进行讨论的.
文献[１５]研究了n 维 Hilbert曲线的生成问题,
提出基于静态演化规则、自底向上的生成算法,算
法复杂度为O(nlogn).文献[１６]设计了任意维

空间中具有线性复杂度的 Hilbert码算法.上述

Hilbert曲线研究工作主要集中在曲线生成与排

列码计算方面,对全球离散网格数据索引设计与

优化发挥重要作用.但是,以 Hilbert码为基础

的网格编码计算分析研究却鲜见报导.
随着网格剖分模型研究的深入,全球空间网

格已经在地球系统模拟器、全球气候变化、公众地

理信息服务等科学研究和经济社会的诸多领域得

到应用.但是,全球空间网格不仅仅是一种空间

数据组织管理框架,而且将发展成为新一代空间

分析模型.网格编码代数是这一发展过程中重要

的理论推动[１７].在网格编码上构建代数运算法

则,将传统上复杂耗时的空间坐标计算转换为网

格编码的代数运算,不仅给很多算法带来效率上的

显著提升,还将为空间分析带来新的模型和方法.
这一点已经在遥感图像处理[１７]等领域出露端倪.

本文首先基于 Hilbert曲线设计八叉树立体

网格单元编码,然后研究 Hilbert曲线层级演进

关系的计算方法,最后给出用于网格编码代数运

算的 Hilbert曲线网格编码若干操作算子.

１　八叉树立体网格Hilbert编码

对于八叉树结构的立体网格,可采用“行向编

号Ｇ列向编号Ｇ径向编号”结构设计网格单元编码,
简称“行列高”(I,J,K)码.若剖分层次为 N,则
八叉树立体网格的大小为２N ×２N ×２N ,可对其

中的每一个网格单元赋予３维N 阶 Hilbert编码

作为唯一网格编码.图１给出了３维１阶、２阶

Hilbert编码与网格空间的对应关系.表１所示

为３维１阶 Hilbert编码顺序及其对应二进制码

与空间坐标(I,J,K)关系.

图１　３维１阶、２阶 Hilbert编码与对应网格空间关系

Fig．１　３D１and２orderHilbertcodeanditscorrespondinggridspace

表１　３维１阶Hilbert曲线与(I,J,K)对应表

Tab．１　３D１orderHilbertcurveanditscorresponding(I,J,K)

Hilbert序列码 二进制码 I J K

０ ０００ ０ ０ ０
１ ００１ ０ ０ １
２ ０１０ ０ １ １
３ ０１１ ０ １ ０
４ １００ １ １ ０
５ １０１ １ １ １
６ １１０ １ ０ １
７ １１１ １ ０ ０

　　３维２阶 Hilbert曲线是将３维１阶 Hilbert
曲线的节点网格空间进行再次细分得到的,如
图１(b)所示,其对应得编码等于“１阶编码＋细

分编码”.例如３维１阶 Hilbert曲线序列码为

３(０１１)的 网 格 被 细 分 后 获 得 对 应 ３ 维 ２ 阶

Hilbert编码如表２所示.

表２　部分３维２阶Hilbert曲线与(I,J,K)对应表

Tab．２　３D２orderHilbertcurveanditscorresponding(I,J,K)

Hilbert序列码 二进制码 I J K

２４ ０１１０００ １ ２ １
２５ ０１１００１ ０ ２ １
２６ ０１１０１０ ０ ３ １
２７ ０１１０１１ １ ３ １
２８ ０１１１００ １ ３ ０
２９ ０１１１０１ ０ ３ ０
３０ ０１１１１０ ０ ２ ０
３１ ０１１１１１ １ ２ ０

８７
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　　根据３维１阶、２阶 Hilbert编码生成过程,
可以从图形结构上发现 Hilbert编码的两个层级

之间的关系为

H２
N＋１＝H２

N ＋H２′
１ (１)

式中,H２
N＋１表示３维 N＋１阶 Hilbert编码的二

进制形式;H２
N 表示３维 N 阶 Hilbert编码的二

进制形式;H２′
１ 表示该立体网格单元细分１次后

的子单 元 Hilbert编码 (二进制形式).因 此,

Hilbert曲线序列码随剖分层级的变化中包含了

父级与子级网格单元之间的空间关系,为基于网

格编码构建代数运算法则,进而实现网格空间分

析提供了可能的途径.

２　Hilbert曲线的层级演进关系

下面 在 分 析 Hilbert曲 线 生 成 过 程 中,由

Hilbert曲线数学性质推导分析 N 阶与N＋１阶

Hilbert曲线序列码之间的关系.

２．１　Hilbert曲线地址

编码空间限定为M(M≥２)维欧拉空间 RM ,
与其对应的是M 维N 阶 Hilbert曲线 HM

N .
用SN,M

a 表示一个M 维超立方体,其中N 为

剖分等级,a 表示该超立方体的地址.初始超立

方体未进行剖分,则 N＝０,a＝０,记为S０,M
０ .在

每个维度上对S０,M
０ 进行 N 次二等分,得到子超

立方体集合{SN,M
a }.设S０,M

０ 各个边长相等且均

为单位长度１,则S０,M
０ 和SN,M

a 的体积分别为１
和(１/２N )M ,即是S０,M

０ 由２NM 个SN,M
a 组成.

考虑到M 维欧拉空间RM 与１维 Hilbert曲

线之间映射是一一映射,则有

SN,M
a ∩SN,M

a′ ＝⌀　　当且仅当a≠a′ (２)

Hilbert曲线具有自相似的层次结构,因此当

把某一个SN,M
a 再细分１次时,得到２M 个子单

元,每个子单元的地址可由两部分二进制段衔接

起来,第１部分是a,第２部分是第i个子单元在

SN,M
a 中的相对位置,记为bi.可得

∪
２M

i＝１
SN＋１,M

abi ＝SN,M
a (３)

式中,b１,b２,􀆺,b２M 是一个M 位二进制数,且满

足当i≠j时bi≠bj.

２．２　Hilbert曲线起点和终点

Hilbert曲线起点和终点必须经过“垂直”子
超立方体.“垂直”子超立方体是指其中包含

S０,M
a 的 任 意 一 个 顶 点 的 子 超 立 方 体.集 合

{SN,M
a }中有且仅有２M 个“垂直”子超立方体,每

个“垂直”子超立方体都可以作为 Hilbert曲线的

起始点.对于每一个起始点,存在M 个对应的终

点,且起点和终点是相互邻近的.因此,Hilbert
曲线所有起始点和终点组合的数量是M×２M .

“垂直”子超立方体可被分为A 和B 两类.

A 类是指包含M 个０的一组,其余为B 类.由

于 Hilbert曲线的起点和终点是相互邻近的,若
起点在A 类中,则终点在B 类中,反之亦然.例

如,当M＝３时,一条 Hilbert曲线的起点和终点

可以是A＝{０００,０１１,１１０,１０１},B＝{００１,０１０,

１１１,１００}.因此,在研究 Hilbert编码层级关系

过程中,只关心起点位于A 类中的 Hilbert曲线,
故 Hilbert曲线数量减少至M×２M－１.

２．３　Hilbert曲线地址列表

为了标识不同起点终点的 Hilbert曲线,使
用φN,M

l (h)表示第l条 Hilbert曲线序列码h 对

应的SN,M
a 的地址,其中l＝１,２,􀆺,M×２M－１.

M 维空间第１条１阶 Hilbert曲线上各个地

址形成的列表φ１,M
１ 可以从式(４)所示的递推公式

计算得到

φ１,１
１ ＝(０,１)

φ１,M
１ ＝(０φ１,M－１

１ ,１φ􀬈１,M－１
１ )} (４)

式中,０φ１,M－１
１ 表示二进制“０”与φ１,M－１

１ 的连接,

φ􀬈１,M－１
１ 表示对应的二进制位反转(即０变为１,１

变为０).例如,φ１,３
１ ＝{０００,００１,０１１,０１０,１１０,

１１１,１０１,１００}是３维１阶第１条 Hilbert曲线对

应的地址列表.
下面将分３步确定其他 Hilbert曲线对应的

地址码φ１,M
l (l＝２,􀆺,M２M－１)列表.

(１)确定起始点地址

Hilbert曲 线 集 合 φN,M
l (h)(l＝１,２,􀆺,

M２M－１)符合性质１;φ１,M
l (１)和φ１,M

l (２M )的汉明

距离(二进制位不同的个数)等于１,且φ１,M
l (１)和

φ１,M
l′ (１)(l≠l′)的汉明距离必然是偶数[１８].

为了确定哪些φ１,M
l (l＝２,􀆺,M２M－１)满足上

述性 质,将 Hilbert曲 线 序 列 码 H 为 奇 数 的

φN,M
l (h)地址列表组成一个集合,例如φ１,M

１ (１),

φ１,M
１ (３),􀆺,φ１,M

１ (２M－１).由于它们之间的汉明

距离是偶数,因此将其放到一起构成一个集合,即
前面所说的类型A.考虑到一个 Hilbert曲线起

点对 应 的 终 点 数 量 是 M,可 以 使 φ１,M
２ (１),

φ１,M
３ (１),􀆺,φ１,M

M (１)表示与φ１,M
１ (１)具有相同起

点.同 样,φ１,M
M(s－１)＋１ (１),φ１,M

M(s－１)＋２ (１),􀆺,

９７
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φ１,M
M(s－１)＋M (１)具有与φ１,M

１ (２s－１)相同的起点,其
中s＝２,３,􀆺,２M－１.这样就能确定所有 Hilbert
曲线的起始点地址.

(２)确定终点地址

φ１,M
２ (２M ),􀆺,φ１,M

M (２M ),􀆺,φ１,M
M２M－１ (２M )的

终点地址可以从各自的起点地址计算得到.对于

每一个起始点地址φ１,M
１ (１)＝φ１,M

２ (１)＝ 􀆺 ＝

φ１,M
M (１),其与相应的终点地址汉明距离等于１.

例如,φ１,M
１ (１)＝０００􀆺０(M 位二进制数,都是０),

则对应的终点地址为１００􀆺０,０１０􀆺０,００１􀆺０,
􀆺,０００􀆺１(M 位二进制数,只有一位是１,其他均

是０).将这些终点地址分别指定给φ１,M
１ (２M ),

φ１,M
２ (２M ),􀆺,φ１,M

M (２M ).总之,可以通过对M 位

二进制数的一个二进制位进行置反计算对应的终

点地址.定义该运算函数为InvertBit(a,m),其
含义是将a 对应的地址(M 位二进制数)的第m
位(从高位到低位计数)置反.因此,可将终点地

址计算用如下函数表达

φ１,M
M(s－１)＋m(２M )＝InvertBit(φ１,M

M(s－１)＋m(１),m)

(５)
式中,s＝１,２,３,􀆺,２M－１;m＝１,２,􀆺,M.

(３)确定起点和终点之间其他地址的顺序

起点地址集合{φ１,M
l (１)}和终点地址集合

{φ１,M
l (２M )}中 的 对 应 元 素 分 别 作 为 第l 条

Hilbert曲线的起点和终点,则第l条 Hilbert曲

线剩 余 点 的 地 址 集 合 为 {φ１,M
l (h)|h＝２,３,

􀆺,２M －１}.
下面以２维和３维网格空间为例(图２),讨

论给定 Hilbert曲线起点和终点情况下剩余点的

地址顺序集合.在２维网格空间中,若指定００和

０１分别是 Hilbert曲线的起点和终点,则其对应

的 Hilbert曲线路径只有一条(００,１０,１１,０１).
在３维网格空间中,若指定０００和１００分别是

Hilbert曲线的起点和终点,则其对应的 Hilbert
曲线路径有４条,分别为(０００,００１,０１１,０１０,

１１０,１１１,１０１,１００)、(０００,００１,１０１,１１１,０１１,

０１０,１１０,１００)、(０００,０１０,０１１,００１,１０１,１１１,１１０,

１００)和(０００,０１０,１１０,１１１,０１１,００１,１０１,１００).
因此,针对每一组起点终点组合,需要选定一组地

址顺序列表,并将其指定给{φ１,M
l (h)}.

基于φ１,M
１ 的地址顺序列表,可采用交换 X１

和Xl(l＝２,３,􀆺,M)两个坐标轴的方法获得的

φ１,M
１ 地 址 顺 序 列 表. 若 定 义 位 操 作 函 数

ExtractBit(φ,m)是指提取二进制数a 的第m

位,则φ１,M
l 地址顺序列表的生成操作可以表示为

交换ExtractBit(φ１,M
１ (h),１)和ExtractBit(φ１,M

１ (h),

l).因此,生成φ１,M
l (l＝２,３,􀆺,M)地址顺序列

表的公式为

φ１,M
l (h)＝

φ１,M
１ (h)⊕(φ１,M

１ (２M )⊕φ１,M
l (２M ))

φ１,M
１ (h){ ,

若ExtractBit(φ１,M
１ (h),１)≠ExtractBit(φ１,M

１ (h),l)

(６)
式中,h＝２,３,􀆺,２M －１是指 Hilbert曲线序列

码;φ１,M
１ (２M )和φ１,M

l (２M )是 第 １ 条 和 第l 条

Hilbert曲线的终点地址;⊕表示二进制异或运

算符.

图２　２维和３维 Hilbert曲线路径

Fig．２　２Dand３DHilbertcurvepath

同样地,需要确定{φ１,M
M＋i}(i＝１,２,３,􀆺,M)

的地址顺序列表,其可以根据 Hilbert曲线如下

的性质２,从{φ１,M
i }计算得到.

Hilbert曲线符合性质２[１８]:给定一个地址顺

序列表φ１,M
i 和一个起点地址φ１,M

i′ (１)(φ１,M
i′ (１)≠

φ１,M
i (１)),则新的地址顺序列表φ１,M

i′ 将从φ１,M
i′ (h＋

１)＝φ１,M
i′ (h)⊕(φ１,M

i (h)⊕φ１,M
i (h＋１))(h＝１,

２,􀆺,２M －１)依次计算得到[１８].
以φ１,M

i 为基础,可以计算φ１,M
M＋i的地址顺序

列表.重复该过程,可以根据φ１,M
M(s－１)＋i计算φ１,M

Ms＋i

(s＝２,３,􀆺,２M－１－１).

２．４　Hilbert曲线初始条件表

在３维欧拉空间中,根据２．３节步骤(１)、
(２)、(３)可以计算３维１阶 Hilbert曲线的对应的

地址顺序列表(总共３×２３－１＝１２条).这１２条

Hilbert曲线是获取３维 N 阶 Hilbert曲线经过

网格点的地址顺序列表的初始条件,称为初始条

件表.实际上,这１２条 Hilbert曲线就是构建３
维N 阶 Hilbert曲线的基单元.

０８
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φ１,３
１ ＝(０００,００１,０１１,０１０,１１０,１１１,１０１,１００)

φ１,３
２ ＝(０００,００１,１０１,１００,１１０,１１１,０１１,０１０)

φ１,３
３ ＝(０００,１００,１１０,０１０,０１１,１１１,１０１,００１)

φ１,３
４ ＝(１１０,１００,１０１,１１１,０１１,００１,０００,０１０)

φ１,３
５ ＝(１１０,１１１,０１１,０１０,０００,００１,１０１,１００)

φ１,３
６ ＝(１１０,０１０,０００,１００,１０１,００１,０１１,１１１)

φ１,３
７ ＝(１０１,１１１,１１０,１００,０００,０１０,０１１,００１)

φ１,３
８ ＝(１０１,１００,０００,００１,０１１,０１０,１１０,１１１)

φ１,３
９ ＝(１０１,００１,０１１,１１１,１１０,０１０,０００,１００)

φ１,３
１０ ＝(０１１,０１０,０００,００１,１０１,１００,１１０,１１１)

φ１,３
１１ ＝(０１１,０１０,１１０,１１１,１０１,１００,０００,００１)

φ１,３
１２ ＝(０１１,１１１,１０１,００１,０００,１００,１１０,０１０)

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(７)
通过上面研究已经确定一个初始条件表,为

了生成不同剖分等级 N 的 Hilbert曲线,还需要

研究两个相邻剖分等级之间的关系.

２．５　Hilbert曲线层级演进关系表

初始条件表确定地址顺序列表总体走向,而

N 阶和N＋１阶之间的层级演进关系表可以确定

子超立方体的分布情况,从而得到完整的 Hilbert
曲线地址顺序列表.N 阶和N＋１阶之间的层级

演进关系是通过１阶和２阶之间的演进层级关系

归纳总结而来.在M(M≥２)维欧拉空间RM 中,
层级演进关系表也描述了两个邻近超立方体的地

址φN,M
l (h)和φN,M

l (h＋１)的连接关系.
在子 超 立 方 体 SN,M

a 中,采 用 地 址 序 列

{Wn,M
i }(n＝１,２,􀆺,N－１　i＝１,２,􀆺,N２２N－１)

对应于第l条 Hilbert曲线地址序列集合{φn,M
l }

(l＝１,２,􀆺,N２N－１).地址序列Wn,M
i 包括起点

和终点地址.N 阶和N＋１阶之间的演进层级关

系可以使用Wn,M
i 来描述,即

φn＋１,M
l ＝(φ１,M

l (１)Wn,M
l′＋１,φ１,M

l (２)Wn,M
l′＋２,􀆺,

φ１,M
l (２M －２)Wn,M

l′＋２M －２,

φ１,M
l (２M －１)Wn,M

l′＋２M －１,

φ１,M
l (２M )Wn,M

l′＋２M ) (８)
式中,l′＝(l－１)２M ;l＝１,２,􀆺,N２N－１.如果W
为空(n＝０),则式(８)就等价于初始条件表.

{Wn,M
i }具有如下的性质

Wn,M
l′＋２＝Wn,M

l′＋３,Wn,M
l′＋４＝Wn,M

l′＋５,􀆺,Wn,M
l′＋２M －２＝Wn,M

l′＋２M －１}

(９)
根据上述性质,可将演进层级关系公式简化为

φn＋１,M
l ＝(φ１,M

l (１)Wn,M
l″＋１,φ１,M

l (２)Wn,M
l″＋２,φ１,M

l (３)Wn,M
l″＋２,

φ１,M
l (４)Wn,M

l″＋３,φ１,M
l (５)Wn,M

l″＋３,􀆺,

φ１,M
l (２M －２)Wn,M

l″＋２M－１,

φ１,M
l (２M －１)Wn,M

l″＋２M－１,

φ１,M
l (２M )Wn,M

l″＋２M－１＋１) (１０)
式中,l″＝(l－１)(２M－１＋１),l＝１,２,􀆺,N２N－１.

假定记演进层级关系表为TM
induct[l],则

TM
induct[l]＝[induct(WN,M

l″＋１),induct(WN,M
l″＋２),

induct(WN,M
l″＋２),induct(WN,M

l″＋３),

induct(WN,M
l″＋３),􀆺,induct(WN,M

l″＋２M－１),

induct(WN,M
l″＋２M－１),induct(WN,M

l″＋２M－１＋１)]

(１１)
式中,induct(W)表示输入地址序列W,输出其对

应第几条 Hilbert曲线.
以３维欧拉空间R３ 为例,则T３

induct[１]＝(３,

２,２,１０,１０,５,５,９),T３
induct[３]＝(１,２,２,６,６,１,１,

７).根据T３
induct[l]可以计算得到其完整演进层级

关系表达式,即３维 Hilbert曲线 N 阶和N＋１
阶之间关系为

φN＋１,３
１ ＝(０００φN,３

３ ,００１φN,３
２ ,０１１φN,３

２ ,０１０φN,３
１０ ,

　　　１１０φN,３
１０ ,１１１φN,３

５ ,１０１φN,３
５ ,１００φN,３

９ )

φN＋１,３
２ ＝(０００φN,３

３ ,００１φN,３
１ ,１０１φN,３

１ ,１００φN,３
８ ,

　　　１１０φN,３
８ ,１１１φN,３

４ ,０１１φN,３
４ ,０１０φN,３

１２ )

φN＋１,３
３ ＝(０００φN,３

１ ,１００φN,３
２ ,１１０φN,３

２ ,０１０φN,３
６ ,

　　　０１１φN,３
６ ,１１１φN,３

１１ ,１０１φN,３
１１ ,００１φN,３

７ )

φN＋１,３
４ ＝(１１０φN,３

５ ,１００φN,３
６ ,１０１φN,３

６ ,１１１φN,３
７ ,

　　　０１１φN,３
７ ,００１φN,３

１２ ,０００φN,３
１２ ,０１０φN,３

２ )

φN＋１,３
５ ＝(１１０φN,３

６ ,１１１φN,３
４ ,０１１φN,３

４ ,０１０φN,３
１１ ,

　　　０００φN,３
１１ ,００１φN,３

１ ,１０１φN,３
１ ,１００φN,３

９ )

φN＋１,３
６ ＝(１１０φN,３

４ ,０１０φN,３
５ ,０００φN,３

５ ,１００φN,３
３ ,

　　　１０１φN,３
３ ,００１φN,３

８ ,０１１φN,３
８ ,１１１φN,３

１０ )

φN＋１,３
７ ＝(１０１φN,３

８ ,１１１φN,３
９ ,１１０φN,３

９ ,１００φN,３
４ ,

　　　０００φN,３
４ ,０１０φN,３

３ ,０１１φN,３
３ ,００１φN,３

１１ )

φN＋１,３
８ ＝(１０１φN,３

９ ,１００φN,３
７ ,０００φN,３

７ ,００１φN,３
２ ,

　　　０１１φN,３
２ ,０１０φN,３

１０ ,１１０φN,３
１０ ,１１１φN,３

６ )

φN＋１,３
９ ＝(１０１φN,３

７ ,００１φN,３
８ ,０１１φN,３

８ ,１１１φN,３
１２ ,

　　　１１０φN,３
１２ ,０１０φN,３

５ ,０００φN,３
５ ,１００φN,３

１ )

φN＋１,３
１０ ＝(０１１φN,３

１１ ,０１０φN,３
１２ ,０００φN,３

１２ ,００１φN,３
１ ,

　　　１０１φN,３
１ ,１００φN,３

６ ,１１０φN,３
６ ,１１１φN,３

８ )

φN＋１,３
１１ ＝(０１１φN,３

１２ ,０１０φN,３
１０ ,１１０φN,３

１０ ,１１１φN,３
５ ,

　　　１０１φN,３
５ ,１００φN,３

７ ,０００φN,３
７ ,００１φN,３

３ )

φN＋１,３
１２ ＝(０１１φN,３

１０ ,１１１φN,３
１１ ,１０１φN,３

１１ ,００１φN,３
９ ,

　　　０００φN,３
９ ,１００φN,３

２ ,１１０φN,３
２ ,０１０φN,３

４ )

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
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(１２)
从式(１２)可得到演进层次表T３

induct为

１８
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T３
induct＝

３ ２ ２ １０ １０ ５ ５ ９
３ １ １ ８ ８ ４ ４ １２
１ ２ ２ ６ ６ １１ １１ ７
５ ６ ６ ７ ７ １２ １２ ２
６ ４ ４ １１ １１ １ １ ９
４ ５ ５ ３ ３ ８ ８ １０
８ ９ ９ ４ ４ ３ ３ １１
９ ７ ７ ２ ２ １０ １０ ６
７ ８ ８ １２ １２ ５ ５ １
１１ １２ １２ １ １ ６ ６ ８
１２ １０ １０ ５ ５ ７ ７ ３
１０ １１ １１ ９ ９ ２ ２ ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１３)
由此,可以根据初始条件表和演进层次表计算

３维欧拉空间R３ 任意一条可能的 Hilbert曲线经

过的坐标地址顺序列表.当然,其也可以拓展到

更高的维度空间.
为了与表２对应,３维１阶 Hilbert曲线的走

向选定为第２条 Hilbert曲线,即φ１,３
２ 为３维１阶

Hilbert曲线对应的地址顺序列表,其中J 对应

X１,I对应X２,K 对应X３.３维N 阶 Hilbert曲

线是在 第 ２ 条 Hilbert曲 线 基 础 上 依 次 按 照

T３
induct得到的,其相应的地址顺序列表(即 Hilbert

编码)也可以计算得到.

３　基于Hilbert曲线层级演进关系的网格

编码计算

　　全球立体网格可抽象为一个初始超立方体,
记为S０,３

０ ;按照八叉树剖分N 次得到的立体网格

单元可以抽象为子超立方体,记为SN,３
a ;φN,３(h)

表示 Hilbert编 码 为 h 的 立 体 网 格 单 元.若

Hilbert编码以二进制形式表达,则记为h２;若以

八进制形式表达,则记为h８.
八叉树立体网格 Hilbert编码是一种可用

{０,１,２,􀆺,７}８个码元描述的立体网格单元“定
位”系统.Hilbert编码h２ 的每３位对应于立体

网格单元Sn,３
a 的一次“八分”,从最高的３位到最

低３位依次对应S０,３
a 的第１级细分、第２级细

分􀆺􀆺直至第N 级细分.
由于地球立体空间是一个连续的空间,因此

可不断增加剖分等级 N,减小立体网格单元的粒

度,提高网格定位的精度.随着剖分等级N 不断

增加,八叉树立体网格 Hilbert编码集合 H将变

成一个满足 Hilbert曲线生成法则的无限空间集

合.结合一般数学加法运算的性质,根据分析,

Hilbert编码加法满足下面的性质:
(１)封闭性:若h２

A,h２
B ∈H,h２

new＝h２
A ＋h２

B,
则h２

new∈H.
(２)结合律:若h２

A,h２
B,h２

c∈H,则满足(h２
A ＋

h２
B)＋h２

c＝h２
A＋(h２

B＋h２
c).

(３)交换律:若h２
A,h２

B ∈H,则满足h２
A ＋h２

B

＝h２
B＋h２

A.
(４)消去律:若h２

A,h２
B,h２

c∈H 且h２
A ＋h２

c＝
h２

B＋h２
c,则h２

A＝h２
B.

假定A 和B 是两个同一剖分等级的立体网

格单元,分别为SN,３
a 和SN,３

a′ .根据 Hilbert编码

生成算法和层级关系,可以得出 Hilbert编码满

足下列运算.

３．１　集合运算

(１)若a≠a′,则SN,３
a ≠SN,３

a′ 或SN,３
a ∩SN,３

a′ ＝
⌀,即两个不同立体网格单元的 Hilbert编码不

同,地址也不同.

(２)∪
８

i＝１
SN＋１,M

abi ＝SN,M
a ,SN＋１,M

abi 是SN,３
a 经过一

次剖分得到８个子单元.

３．２　位运算

(１)异或运算.h２
A ⊕h２

B,表示A 和B 两个

立体网格单元的 Hilbert编码逐位进行异或运

算.异或运算可以应用于判断 Hilbert编码在哪

一个剖分等级开始与其直接父单元不再是同一个

单元.
(２)右移运算.h２

N＋１≫３＝h２
N ,即 N＋１级

立体网格单元SN＋１,３
abi (０≤i≤７)的 Hilbert编码右

移３位得到其对应的 N 级单元SN,３
a 的 Hilbert

编码.
(３)左移运算.h２

N ≪３＝h２
N＋１,即 N 级立体

网格单元SN,３
a 的 Hilbert编码左移３位得到N＋

１级单元SN＋１,３
ab０ (第１个子单元)的 Hilbert编码.

３．３　数学加法运算

h２
new＝h２

A ＋h２
B 或h８

new＝h８
A ＋h８

B,表示两个

Hilbert码进行数学加法运算,其运算规则按照二

进制或八进制加法进行.Hilbert编码(h８)的每

１位表示立体网格单元在相应剖分层次上的８个

子立方体中的哪一个.
具体运算过程(以八进制为例):从低位开始

逐位进行加法运算,若相应结果大于等于８,则向

高位进位,其含义是在高一等级的剖分网格中沿

Hilbert曲线走向前进了相应的子立方体数量;若

２８
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最终结果增加了一位,则表明剖分等级增加一级.
若想得到 Hilbert编码对应的地址码φN,３(h),只
需依次从高位到低位获取数值,依据 Hilbert编

码层级关系计算得到.
例如:４４＋７２＝１３６,计算结果增加一位表明

剖分等级增加一级,个位数“６”表示在最低剖分等

级的８个子立方体的第７个中(注意:编码是从

０,１,􀆺,７),同理依次可以得出１０位数“３”对应于

第４个子立方体,百位数“１”对应于第１个子立方

体.按照层次关系,可得知不同剖分层次上对应

的 Hilbert曲线依次为φ３,３
２ 、φ２,３

１ 、φ１,３
２ ,则可得出

１３６(Hilbert码)对应的地址码φ３,３(１３６)＝１２３,
二进制形式为００１０１００１１.

３．４　数学减法运算

h２
new＝|h２

A－h２
B|或h８

new＝|h８
A －h８

B|,表示两

个 Hilbert编码进行数学减法运算,其运算规则

按照二进制或八进制减法进行.
具体运算过程(八进制为例):先比较两个

Hilbert编码的大小,以较大的 Hilbert编码减去

较小的,从低位开始逐位进行减法运算,若不能进

行减法运算,则向高位借位,其含义是在高一等级

的剖分网格中沿 Hilbert曲线走向后退一个子立

方体;若最终结果减少了一位,则表明剖分等级减

少一级.若想得到 Hilbert编码对应的地址码

φN,３(h),只需依次从高位到低位获取数值,依据

Hilbert编码层级关系计算得到.

４　结束语

建立以网格编码为基础的代数运算法则是推

动全球空间网格从数据组织管理框架发展成为新

一代 空 间 分 析 模 型 的 理 论 基 础.本 文 基 于

Hilbert曲线设计了八叉树立体网格单元编码,分
析推导出 Hilbert曲线层级演进关系表,以此基

础给出了用于网格编码代数运算的若干操作算

子.Hilbert曲线层级演进关系的分析方法可以

扩展到其他结构的全球空间网格模型中,从而为

构建全球空间网格分析理论与方法提供参考.
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