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摘　要:观测不确定性常常影响参数估计的有效性.将不确定度作为参数融入平差模型,可以有效地降

低不确定性的影响.本文提出有界不确定性误差约束下,随机误差与不确定性误差平方和最小的平差

准则,并给出了一个不确定性平差模型迭代算法.通过仿真实例,对不确定性最小二乘法与总体最小二

乘法进行了比较.结果显示:在一定程度上,不确定性最小二乘方法的估计结果要略优于总体最小二乘

方法,且在不确定性较大时,该方法有较好的适用性.
关键词:平差模型;平差准则;不确定性;总体最小二乘估计;先验信息

中图分类号:P２０７　　　　文献标识码:A　　　　文章编号:１００１Ｇ１５９５(２０１７)０７Ｇ０８３４Ｇ０７
基金项目:国家自然科学基金(４１５７４００６)

　　测绘数据获取过程中,常存在复杂的不确定

性[１],它通常以不确定信息形式表现出来.它比

一般的噪声更复杂,其分布、均值和方差等统计特

性不清楚[２],描述非常困难.不确定度是对不确

定性的一种度量,它可以用方差、均方差、误差区

间、误差椭圆、误差椭球来表示[３,４].在测绘数据

处理领域,应用不确定度理论,研究不确定度评定

方法,寻找减小不确定度的算法等已成为研究热

点[５Ｇ１０].文献[１１—１３]对测量不确定度理论进行

了研究,拓展了测量平差数据处理的理论与方法.

整体平差算法也可以看成是对于不确定性平差算

法的一种探索,它在一定程度上减弱了不确定性

因素的影响[１４Ｇ１８].由于不确定性的统计信息(如
均值和方差等)和概率分布函数无法确定,人为地

确定它们的统计性质本身就在增加新的不确定

性,从而影响参数估计的可靠性[１９Ｇ２０].
利用先验信息来抑制不确定性是不确定性观

测数据平差的有效方法,但是,测绘工程中基于先

验信息的平差算法比较复杂[２１].文献[２２]直接

将不确定度作为一个参数融入函数模型中,建立
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minＧmax平差准则,即让残差中的最大不确定性

达到最小,从而使得参数解中的不确定性达到最

小化,在算法中对不确定度进行抑制,引入岭参数

对模型进行求解,得到了较好的效果.本文在该

方法的基础上,基于随机误差和不确定性误差平

方和最小的新平差准则,提出了一种新的迭代求

解算法,简化了文献[２２]中的算法,同时也避免了

迭代不收敛的情况.

１　不确定性平差模型及平差准则

考虑更广一类平差模型,即不确定性平差

模型

L＋ΔL＝ A＋ΔA( )X＋e (１a)

ΔA ２≤α
ΔL ２≤β} (１b)

式中,A 为n×m 维设计矩阵;X 为m 维未知参

数向量;L 为n 维观测向量;e为n 维随机误差向

量,Ee( ) ＝０;ΔA 和 ΔL 分别是A 和L 的不确定

性误差;α 和β 是A 和L 的不确定度;ΔL ２＝
ΔLTΔL;ΔA ２＝eT

AeA,这里eA＝vecΔA( ) ,表示

ΔA 的拉直变换.
文献[２３—２４]研究的污染误差模型仅考虑模

型误差和随机误差,且模型误差没有有界假设

(式(１b)中α＝０,β＝＋∞),模型误差包括未顾及的

系统误差和未发现的粗差,文献[２４]中将其表示为

均值移动误差,与随机误差不同;文献[２５]研究的

总体平差模型中只考虑随机误差和系数矩阵误差,
且系数矩阵误差没有有界约束(式(１b)中α＝
＋∞,β＝０);文献[２２]认为经典平差模型L＝
AX＋e中,“真”系数矩阵应为A＋ΔA,“真”观测

值应为L＋ΔL,不确定性误差 ΔA、ΔL 带有先验

信息,可由不等式约束 ΔA ２≤α、ΔL ２≤β、描
述,文献[２２]没考虑随机误差.因此,本文提出的

不确定性平差模型(１)可认为是更广泛的一类平

差模型,下面还将说明本文结果在特定情况下可

得出文献[２５]的主要结果.
不确定性误差的有界性可看成是A 和L 已

知的先验信息.不确定性往往不具有统计性质,
可以用区间来评定.文献[２２]中,分别用以A、L
为圆心,α、β 为半径的圆来描述A、L 的不确定

性,本文沿用此种方法;在文献[２２]中,采用 minＧ
max准则对有界不确定性平差模型进行解算,该
准则的缺点是不能用观测信息和先验有界信息估

计不确定误差ΔA 和ΔL,同时,未知参数X 的估

计结果中不含不确定度β,即不确定误差ΔL 对平

差解算结果没有影响.为了解决这个问题,本文

建立了在有界不确定性误差约束下随机误差和不

确定性误差平方和最小准则,简称为不确定性最

小二乘准则,即

min:fe,ΔL,eA( ) ＝ e ２
２＋ ΔL ２

２＋ eA
２
２

(２a)

s．t．
L＋ΔL＝ A＋ΔA( )X＋e (２b)

ΔA ２≤α,　 ΔL ２≤β (２c)
参照文献[１３]中对带线性不等式约束平差模

型的简单算法及文献[２５—２６]中解算总体最小二

乘 问 题 的 EulerＧLagrange 逼 近 法,本 文 引 入

Lagrange乘子,结合库恩Ｇ塔克条件,对上述二次

规划问题进行求解.
应用广义Lagrange法构造如式(３)所示的目

标函数

F ê,Δ̂L,̂eA,λ,μ,u( ) ＝ ê ２
２＋ Δ̂L ２

２＋ êA
２
２＋

　　２λT L＋Δ̂L－̂e－ A＋Δ̂A( )̂X[ ] ＋
　　μ êA

２
２－α２( ) ＋u Δ̂L ２

２－β２( ) (３)
式中,λ、μ≥０、u≥０都是Lagrange乘子.不确定

性最小二乘估计由库恩Ｇ塔克条件确定,即

１
２
∂F
∂̂e

＝̂e－λ＝０ (４a)

１
２

∂F
∂Δ̂L

＝ １＋u( )Δ̂L＋λ＝０ (４b)

１
２
∂F
∂̂X

＝－ATλ－Δ̂ATλ＝０ (４c)

１
２

∂F
∂̂eA

＝ １＋μ( )̂eA－ X̂⊗In( )λ＝

vec １＋μ( )Δ̂A－λ̂XT[ ] ＝０ (４d)

μ êA
２
２－α２( ) ＝０ (４e)

u Δ̂L ２
２－β２( ) ＝０ (４f)

L＋Δ̂L＝ A＋Δ̂A( )̂X＋̂e (４g)
式中,⊗ 表 示 Kronecker积;μ≥０;u≥０.将

式(４a)、式(４b)和式(４d)代入式(４g),整理得到

L－ÂX＝Δ̂ÂX＋̂e－Δ̂L＝λ １＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X( )

(５)

式中,μ∗ ＝
１

１＋μ
;u∗ ＝

１
１＋u

.

由式(４a)、式(５)可得

ê＝λ＝ L－ÂX( ) １＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X( ) －１ (６)
由式(５)可得到法方程式

５３８
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　ATÂX－ATL＝－ATλ １＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X( ) ＝

μ∗̂XλTλ １＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X( )

(７)
将式(４c)和式(６)代入式(７)整理得

ATÂX－ATL＝μ∗̂X
L－ÂX( ) T L－ÂX( )

１＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X( )
＝̂X̂V

(８)
式中

V̂＝μ∗ L－ÂX( ) T L－ÂX( )

１＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X
(９)

由式(８)变形得到

X̂＝ ATA( ) －１ ATL＋̂X̂V( ) (１０)
将式(６)代入式(４d)得

Δ̂A＝μ∗λ̂XT＝μ∗ L－ÂX( ) (１＋u∗ ＋

μ∗̂XT̂X)－１̂XT (１１)
将式(６)代入式(４b)得到

Δ̂L＝－u∗λ＝－u∗ L－ÂX( ) (１＋u∗ ＋

μ∗̂XT̂X)－１ (１２)
由式(１１)和式(１２)可知,不确定性 ΔL 和 ΔA 在

解X̂ 给定条件下由 Lagrange乘子和确定,可以

分以下４种情况讨论.
(１)μ＞０,u＞０.由式(４e)和(４f)得

Δ̂A ２＝α (１３a)

Δ̂L ２＝β (１３b)
由式(１３)解方程组得

u＝
L－ÂX ２

β
－
α L－ÂX ２̂XT̂X

β L－ÂX( )̂XT
２

－２

(１４a)

μ＝
L－ÂX( )̂XT

２

α －β
L－ÂX( )̂XT

２

α L－ÂX ２

－̂XT̂X－１

(１４b)
将μ 和u 代入式(１１)和式(１２)可得到不确

定性ΔL 和ΔA.
(２)u＞０,μ＝０(μ＜０ 视为 μ＝０).有

Δ̂L ２＝β,由式(１２)解方程得

u＝
L－ÂX ２－β
β１＋̂XT̂X( )

－１ (１５)

不确定性ΔL 和ΔA 可表示为

Δ̂A＝ L－ÂX( ) １＋
１

１＋u＋̂XT̂Xæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

X̂T

(１６a)

Δ̂L＝
１

１＋u L－ÂX( ) １＋
１

１＋u＋̂XT̂Xæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

(１６b)

式中,u 由式(１５)确定.
(３)μ＞０,u＝０(u＜０视为u＝０).由式(７)

解方程得

μ＝
L－ÂX( )̂XT －α̂XT̂X

２α －１ (１７)

不确定性ΔL 和ΔA 可表示为

Δ̂A＝
１

１＋μ
L－ÂX( ) ２＋

１
１＋μ

X̂T̂Xæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

X̂T

(１８a)

Δ̂L＝ L－ÂX( ) ２＋
１

１＋μ
X̂T̂Xæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

(１８b)

式中,μ 由式(１７)确定.
(４)μ＝０(μ＜０视为μ＝０),u＝０(u＜０视

为u＝０),不确定性ΔL 和ΔA 可表示为

Δ̂A＝ L－ÂX( ) ２＋̂XT̂X( ) －１̂XT (１９a)

Δ̂L＝ L－ÂX( ) ２＋̂XT̂X( ) －１ (１９b)
利用式(１０)求解X̂ 非常复杂,只能用迭代法

求解.下面分析式(１０)迭代求解 X̂ 收敛性问

题.令

X̂＝φ X̂( ) ＝ ATA( ) －１ ATL＋̂X̂V(̂X)( ) (２０)

φ X̂( ) 对X̂ 求偏导,并结合式(９)可得到

∂φ X̂( )

∂̂X
＝ ATA( ) －１ V̂ X̂( )I＋

∂̂V X̂( )

∂̂X
X̂Té

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(２１)
式中

∂̂V X̂( )

∂̂X
＝－２μ∗ AT L－ÂX( )

１＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X
－

２μ∗２ L－ÂX( ) T L－ÂX( )

１＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X( )２
X̂ (２２)

由式(４a)和式(５)可得到

L－ÂX＝ １＋u∗ ＋μ∗̂XT̂X( )̂e (２３)
将式(２３)代入式(２２)和式(９)得到

∂̂V X̂( )

∂̂X
＝－２μ∗AT̂e－２μ∗２̂eT̂êX (２４)

V̂＝μ∗̂eT(L－ÂX) (２５)
将式(２４)和式(２５)代入式(２１)得到

∂φ X̂( )

∂̂X
＝ ATA( ) －１ μ∗̂eT L－ÂX( )I－[

２μ∗AT̂êXT－２μ∗２̂eT̂êX̂XT ] (２６)
注意到 μ∗ ≤１和范数性质,由式(２６)可

得到

∂φ(̂X)

∂̂X
≤ (ATA)－１ L－ÂX ＋(

２A 􀅰 X̂ ＋２ê 􀅰 X̂ ２ )

(２７)

６３８
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文中目标函数(２１)是凸规划问题,最小二乘

估计解 X̂ 一定存在,故 X̂ 、A 、L－ÂX 和

(ATA)－１ 都 有 界. 从 以 上 证 明 过 程 看 出

式(２７)成立与μ≥０和u≥０的取值无关,只要

ê 很小就有

∂φ X̂( )

∂̂X
＜１ (２８)

此时,迭代算法是收敛的.
在上述不确定性平差模型中,若假设β＝０,

α→＋∞,即为总体最小二乘模型,由(４e)有μ＝
０,μ∗ ＝１,再 由 式 (１５)有,u＝ ＋ ∞,u∗ ＝０.
式(８)简化为

ATÂX－ATL＝̂X
(L－ÂX)T(L－ÂX)

１＋̂XT̂X
(２９)

与文献[２５]中式(３．３．２７)一致.

２　不确定性平差模型解算方法

不确定性平差问题求解采用不确定性最小二

乘逼近法.
输入:系数矩阵A,观测值L,不确定度α 和

β,精度要求为ε.
输出:不确定性最小二乘解X̂,不确定误差解

Δ̂A 和Δ̂L 以及二范数 Δ̂A ２ 和 Δ̂L ２,随机误差解

ê和 ê ２,总的误差平方和 ê ２
２＋ Δ̂L ２

２＋ Δ̂A ２
２.

step１:选定初始值V(０)＝０,μ
(０)＝０,u(０)＝０,

置k＝０.

step２:计算X̂(０)＝ ATA( ) －１ATL.

step３:计算

u＝
‖L－ÂX(k)‖２

β
－
α‖L－ÂX(k)‖２̂X(k)T̂X(k)

β‖ L－ÂX(k)
( )̂X(k)T‖２

－２

μ＝
‖ L－ÂX(k)

( )̂X(k)T‖
α －β

‖ L－ÂX(k)
( )̂X(k)T‖
α‖L－ÂX(k)‖

－

X̂(k)T̂X(k)－１
令􀭵μ＝max０,μ( ) ,􀭵u＝max０,u( ) .

step４:如果􀭵μ＞０,􀭵u＞０,则置μ
(k＋１)＝􀭵μ,

u(k＋１)＝􀭵u.
如果􀭵u＞０,􀭵μ＝０,则计算

􀭵u∗ ＝
‖L－ÂX(k)‖－β
β１＋̂X(k)T̂X(k)

( )
－１

置μ
(k＋１)＝０,u(k＋１)＝max􀭵u∗ ,０( ) ;

如果􀭵μ＞０,􀭵u＝０,则计算

􀭵μ∗ ＝
‖ L－ÂX(k)

( )̂X(k)T‖－α̂X(k)T̂X(k)

２α －１

置μ
(k＋１)＝max􀭵μ∗ ,０( ) ,u(k＋１)＝０;

如果μ＝０,u＝０
置μ

(k＋１)＝０,u(k＋１)＝０.

step５:计算

μ∗(k＋１)＝
１

１＋μ
(k＋１)

u∗(k＋１)＝
１

１＋u(k＋１)

V̂(k＋１)＝μ∗(k＋１) L－ÂX(k)
( ) T L－ÂX(k)

( )

１＋u∗(k＋１)＋μ∗(k＋１)̂X(k)T̂X(k)

step６:计算

X̂(k＋１)＝ ATA( ) －１ ATL＋̂X(k)̂V(k＋１)
( )

step７:当‖X̂(k＋１)－X̂(k)‖＜ε 时,计算结

束,否则,置k＝k＋１,转step３.

step８:输 出 X̂ ＝X̂(k＋１),μ＝μ
(k＋１),u＝

u(k＋１),由式(１１)计算 Δ̂A,式(１２)计算 Δ̂L,式(６)
计算ê.

迭代过程可参考文献[２５],不同的是本文考

虑了 Lagrange乘子,并且在迭代过程中取􀭵μ＝
max０,μ( ) ,􀭵u＝max０,u( ) ,该方法保证了迭代的

收敛速度;同时,文献[２５]中还根据文献[２７]的研

究,提出了一种瑞利商加速算法,有兴趣的读者可

以结合本文的迭代方法做进一步研究.在本文的

实例中本算法已有较好的收敛性.

３　不确定性平差模型解算与分析

为了检验算法的有效性,本文以２D 仿射变

换的数学模型为例进行模拟分析.建立如下的

２D仿射变换不确定性平差模型

at

bt

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ΔL＝

as bs ０ ０
０ ０ as bs

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ΔA

æ

è
ç

ö

ø
÷

x１

x２

x３

x４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋e

ΔL＝
Δat

Δbt

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ΔA＝
Δas Δbs ０ ０
０ ０ Δas Δbs

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ΔA ２≤α
ΔL ２≤β

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

式中,as,bs( ) 和 at,bt( ) 分别为旧坐标系和新坐标

系中的坐标观测值列向量;X＝[x１ x２ x３ x４]T

为坐标变换参数;Δat、Δbt、Δas、Δbs 是未知的不

确定性误差.
假定变换参数的真实值为X＝[０．８ －０．５

２１],无误差的观测数据,即坐标真实值如表１
所示.
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表１　无误差观测数据

Tab．１　Observationswithouterrors

坐标 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２
􀭹as １ １ １ １．５ １．５ １．５ ２ ２ ２ ２．５ ２．５ ２．５
􀭹bs １ ２ ３ １ ２ ３ １ ２ ３ １ ２ ３
􀭹at ０．３ －０．２ －０．７ ０．７ ０．２ －０．３ １．１ ０．６ ０．１ １．５ １ ０．５
􀭹bt ３ ４ ５ ４ ５ ６ ５ ６ ７ ６ ７ ８

　　考虑到观测误差的存在,利用 Matlab数学软

件,随机生成服从N(０,０．１９３８)的相对误差序列,
即保证相对误差以 ９９％ 的概率落在 [－５０％,

５０％]的区间内,不确定度α＝４．７７、β＝９．９０,由此

得到绝对误差Δat、Δbt、Δas、Δbs,由真实值加上

绝对误差计算得到带不确定性的观测数据,见

表２.虽然从模拟数据中生成了不确定性误差

ΔA、ΔL,但算法认为它们是未知的.本文采用总

体最小二乘方法(totalleastＧsquares,TLS)和不

确定性最小二乘方法(uncertaintyleastＧsquares,

ULS)进行参数求解,并分析和比较两种方法的

效果.

表２　带不确定性观测数据

Tab．２　Observationswithuncertainty

坐标 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

as ０．７２ ０．９４ ０．８４ １．２０ １．１５ １．３９ ２．４２ １．７５ ２．２７ ２．３７ １．７１ ３．０１
bs １．０１ １．５０ ３．３１ ０．８１ ２．２１ ４．０８ ０．７３ １．８７ ２．９４ １．３７ １．８１ ２．８５
at ０．２０ －０．１８ －０．６１ ０．９６ ０．１９ －０．２３ １．１８ ０．７３ ０．１１ １．７４ １．０６ ０．１９
bt １．７３ ４．７３ ５．２０ ５．０４ ４．１９ ７．２３ ３．６０ ４．９８ ５．０８ ６．３６ ５．９５ ８．１６

　　总体最小二乘方法求得的结果为 X̂TLS＝
０．７１ －０．３９ １．７４ １．２９[ ] ,估计值与真实值之

间的误 差 用 ２Ｇ范 数 表 示 为 ‖X̂TLS －X ‖２ ＝
０．４０９１;经过４次迭代,得到不确定性最小二乘估

计的结果为 X̂ULS＝ ０．７３ －０．３５ １．７０ １．１５[ ] ,

估计值与真实值之间的误差为‖X̂ULS－X‖２＝
０．３７９９,不确定性最小二乘估计的结果与真实值

更为接近,两种方法得到新坐标系下的坐标估计

见图１.

图１　TLS与 ULS拟合结果

Fig．１　TLSandULSfittingresults

不确定性最小二乘准则,即有界不确定性误

差约束下随机误差和不确定性误差平方和f(̂e,

Δ̂L,̂eA)＝‖̂e‖２
２＋‖Δ̂L‖２

２＋‖̂eA‖２
２＝５．３８５.

为检验不确定性最小二乘方法的适用性,本
文对上述实验独立重复进行１０００次,得到该方法

优于总体最小二乘方法的概率为０．５３１.同时,经
本文研究发现,不确定性的大小对实验结果有一

定影响.在不同的相对误差下,重新计算α、β的大

小,进行上述试验,得到不确定性最小二乘方法优

于总体最小二乘方法的概率p、不确定性最小二乘

估计结果的误差error与β取值大小的关系见表３
及图２.从图２可以看出,不确定性越大,不确定性

最小二乘方法优于总体最小二乘方法的概率越高.

图２　ULS估计结果性质

Fig．２　CharacterofULSestimateresults
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表３　ULS估计结果优良性与不确定性大小的关系

Tab．３　Therelationshipbetween ULSestimateresults

anduncertainty

参

数

β

０．１９８ ０．３９６ ０．９９ １．９８ ３．９６ ９．９０ １９．８

p ０．４７３ ０．４８４ ０．４９６ ０．５１７ ０．５２５ ０．５３１ ０．５３７
error ０．０１１００．０２１５０．０５７９０．１０３４０．２１３９０．５１４８０．９３２１

４　结　论

在测量数据的获取过程中,经常存在不确定

性,影响参数估计的可靠性.目前的测量平差方

法是基于“观测值的不确定性就是随机性”这一基

本假设的,实际测量工程中有许多不同于随机误

差的不确定性因素.扩展误差理论与测量平差方

法处理测量数据中的不确定度,必须对观测中不

确定性因素进行数值化、参数化,把它们融入平差

模型中,这需要有理论和方法上的突破.
本文将不确定性作为参数融入函数模型中,

将不确定信息转化为先验约束信息,利用残差中

不确定性传播规律,建立了一种有界不确定性误

差约束下随机误差和不确定性误差平方和最小的

平差准则,并用迭代算法得到了不确定性平差模

型的解算方法,称为不确定性最小二乘方法.本

文通过仿真实例求解,对总体最小二乘方法和不

确定性最小二乘方法的估计结果进行了比较,认
为在一定程度上,不确定性最小二乘方法的估计

结果要优于总体最小二乘方法,并且在不确定性

较小时,该方法有较好的估计精度.
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