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Abstract:AsanextendedformoftheerrorsＧinＧvariables(EIV)model,partialerrorsＧinＧvariables(Partial
EIV)modelhasmoreadvantagesthanthepreviousone,suchasregularstructure,simplesolvingmethod,

whichmakeithasawiderangeofapplications．Consideringthesituationthatthecorrelationbetweenthe
observationsandelementsincoefficientmatrixisnottakenintoaccountintheexistedalgorithmsderived
fromPartialEIV model,thenonＧrepetitiverandom elementsintheaugmented matrixconsistingof
observationvectorandcoefficientmatrixareextractedtobuildamoresuitablepartialEIVmodel．Based
onthismodel,thespecialassumptionsareextendedtothegeneralcasewheretheobservationsare
correlated,anewweightedtotalleastsquares(WTLS)algorithmsisderivedwhentheobservationsand
elementsincoefficientmatrixareheteroscedasticandcorrelated．Throughtwoexamples,thealgorithm
proposedinthispaperandtheexistedalgorithmswhichconsiderthecorrelationoftheobservationinEIV
modelarecomparedandanalyzed．Researchshowsthatthesealgorithmscanimprovethecalculation
efficiencyand moregeneral,especiallyforthesituationthatcoefficientmatrixconsistsofconstant
elementsandrepeatedelements．
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摘　要:PartialerrorsＧinＧvariables(PartialＧEIV)模型作为EIV模型的扩展形式,其构造方式更有规律,
解算方法更为简便,能有效应用于实际情况.针对已有PartialEIV模型方法未考虑观测向量和系数矩

阵存在相关性这一情况,通过提取观测向量和系数矩阵组成的增广矩阵中非重复出现的随机元素,构建

更具一般适用性的PartialEIV模型,在该模型的基础上,将特殊假定条件扩展到不限定观测数据相关

性的一般情况,详细推导了观测向量和系数矩阵元素相关且不等精度情况下的加权总体最小二乘方法,
通过算例试验,并与目前已有的解决EIV模型相关观测情况下的方法进行了比较分析,研究表明本文方

法可以提高计算效率,更具一般性,特别是对于观测向量和系数矩阵中存在常数元素和重复元素的

情况.
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　　在测量、信号处理和控制等学科中,为了求得

某些未知参数,常常需要进行一系列的观测.由

于人为观测存在许多不确定的因素,观测得到的

数据通常只是未知量的某些函数,且得到的观测

值夹杂着随机误差,如何利用含有误差的观测值

求得未知参数估值是测量平差需要解决的问题.
经典的 GaussＧMarkov模型中仅考虑了观测向量

y 的随机误差,忽略或假定系数矩阵A 不受随机

误差的影响,采用最小二乘方法(leastsquares,

LS)便 可 求 得 模 型 参 数 解.变 量 误 差 模 型

(errorsＧinＧvariables,EIV)中既考虑了观测向量y
的随机误差,同时考虑到系数矩阵A 也可能受到

随机误差的影响,采用总体最小二乘方法(total
leastsquares,TLS),便可求得模型参数解[１Ｇ２].
但在大地测量和工程测量的实际应用中[３],许多

情况下系数矩阵只有部分含有随机误差,这类问

题宜采用 PartialEIV 模型[４]进行未知参数的

求解.

PartialEIV模型由文献[４]提出,该模型相

对于EIV模型更适合于解决实际问题.目前,针
对PartialEIV 模型的研究成果相当有限,文献

[４]导出了PartialEIV模型的加权总体最小二乘

方法(weightedtotalleastsquares,WTLS),但该

方法收敛速度较慢,所需的迭代次数过大;文献

[５]基于PartialEIV模型导出了适用于海量数据

处理问题的 WTLS 方法;文献[６]利用 Partial
EIV模型求解附有不等式约束的EIV模型问题.
文献[７]在PartialEIV模型的基础上进行了方差

分量估计问题的研究.但在以上研究中,均对随

机模型进行了特定的假设即假定观测向量和系数

矩阵中的元素不存在相关性[８].很明显,以上假

设在实际问题中无法得到保证,因此如何能将

PartialEIV模型的数据处理方法更加有效地应

用于实际问题中,而不需要受到特殊假设的限制,
也是本文主要研究的问题.本文将特殊假定条件

扩展到不限定观测数据相关性的一般情况,并以

PartialEIV模型为基础,详细推导了观测向量和

系数矩阵元素相关且不等精度情况下的加权总体

最小二乘方法;通过算例试验验证本文算法的可

行性,并与目前已有的解决EIV模型相关观测情

况下的方法[９Ｇ１３]进行了比较.

１　相关观测情形下的PartialEIV模型

不同的平差问题,函数模型中系数矩阵的结

构也不同,EIV模型中系数矩阵的结构主要分为

３类:①由常数元素列和随机元素列组成,如直线

拟合模型等;②由随机元素零散分布组成,且随机

元素重复出现,如自回归模型等;③由常数元素和

随机元素零散分布组成,且随机元素重复出现,如
坐标转换模型、地壳应变参数反演模型[１４]等.对

于这３种情况,平差过程中必需保证常数元素不

进行改正,重复出现的随机元素改正数相同.
文献[４]提出了 PartialEIV 模型,即式(１),

将上述情况都考虑在内,是一种概括性模型.但

文献[４]中假定观测向量与系数矩阵中的观测数

据不相关,下面探讨观测数据相关性情况下的

PartialEIV 模型.在实际测量数据处理中,系数

矩阵的元素并非全都是随机的,如线性回归模型

和坐标转换模型,部分是由０或者１等常数组成,
此时的平差函数模型即为PartialEIV模型[４],即

y＝(βT⊗In)(h＋B􀭹a)－ey

a＝􀭹a－ea

vec(􀭾A)＝h＋B􀭹a

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(１)

式中,y∈Rn×１表示观测向量;ey∈Rn×１表示观测

向量y 的随机误差;􀭾A 表示系数矩阵真值,h∈
Rnm×１主要由系数矩阵A 中非随机元素组成;B∈
Rnm×t是固定矩阵,其阶数取决于系数矩阵A 中

随机元素的数目(此处假设为t);a∈Rt×１是系数

矩阵A 中随机元素组成的列向量(若随机元素重

复出现,则只提取一次),其真值用􀭹a 表示;ea ∈
Rt×１是a 中包含的随机误差;β∈Rm×１表示未知

参数向量.符号⊗表示 Kronecker积,􀭾A􀅰β＝
(βT⊗In)vec(􀭾A);vec(􀅰)表示矩阵拉直运算.ea

和ey 的协因数阵和权阵分别表示为Qa、Pa 和

Qy、Py,即

D(ea)＝σ２
０Qa＝σ２

０P－１
a (２)

D(ey)＝σ２
０Qy＝σ２

０P－１
y (３)

９７９
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假设观测值与系数矩阵中随机元素是相关

的,即

cov(ey,ea)＝σ２
０Qya＝σ２

０Qay (４)
式中,cov表示协方差.

２　相关观测的PartialEIV模型求解方法

通过观测值y 和系数矩阵随机元素a 估计

PartialEIV模型中􀭹a 和β 的加权总体最小二乘

平差准则为[１５]

Φ＝[eT
y eT

a]
Wy Wya

Way Wa

é

ë

ê
ê

ù

û
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ú ＝min (５)

式 中,Wy、Wya、Way、Wa 为 逆 矩 阵 Q－１ ＝

Qy Qya

Qay Qa

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

中的子块矩阵;Qy 为观测向量的协

因数阵;Qya为观测向量关于系数矩阵中随机元素

的协因数阵.
当观测向量y 和系数矩阵随机元素a 中包

含有相同的观测值时(例如自回归模型),平差准

则式(５)中的矩阵Q 奇异,此时无法得到它的逆

矩阵,进而无法利用平差准则式(５)进行未知参数

的求解.此时需要对原有的 PartialEIV 模型进

行一些调整,并根据扩展的模型重新构造目标函

数进行参数求解.调整方式如下

将式(１)进行改写,得到函数模型

y
a
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

(βT⊗In)(h＋B􀭹a)
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式中,C１􀅰e＝
ey

ea

é
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ê
ê

ù

û

ú
ú
;e 是由观测向量y 和系数矩

阵中随机元素a 组成的列向量中非重复元素的随

机误差组成的s×１列向量;C１∈R(n＋t)×s为给定

的转换矩阵.
以观测数据随机误差的平方和最小为平差

准则

min:eTWe
s．t．y－(βT⊗In)(h＋Ba)＋C２e＝０} (７)

根据式(７)构造拉格朗日条件极值的目标

函数

Φ＝eTWe＋２λT[y－(βT⊗In)(h＋Ba)＋C２e]
(８)

式中,C２＝[In－(βT⊗In)B]C１;W 为向量e的权

阵,且满足W＝Q－１
e ;Qe 为向量e 的协因数阵;λ

为拉格朗日乘子.
对目标函数式(８)求偏导并令其等于零得

１
２
∂Φ
∂e＝We＋CT

２λ＝０ (９)

１
２
∂Φ
∂β

＝－[A＋Ivec(Bea)]Tλ＝－̂ATλ＝０ (１０)

１
２
∂Φ
∂λ＝y－(βT⊗In)(h＋Ba)＋C２e＝０(１１)

式(１０)中,Ivec表示矩阵拉直的逆变换,并记Â＝
A＋Ivec(Bea)＝A＋̂EA.

由式(９)可得

e＝－(W)－１CT
２λ (１２)

将式(１２)代入式(１１)得

λ＝(C２(W)－１CT
２)－１[y－(βT⊗In)(h＋Ba)]

(１３)
将式(１３)代入式(１０),得

β̂＝{̂AT[C２(W)－１CT
２]－１A}－１̂AT[C２(W)－１CT

２]－１y
(１４)

将式(１３)代入式(１０)后进行变化,在y－(βT⊗
In)(h＋Ba)中同时加上和减去ÊÂβ,记y１＝y＋

ÊÂβ,则式(１４)又可以写成

β̂＝{̂AT[C２(W)－１CT
２]－１̂A}－１̂AT[C２(W)－１CT

２]－１y１

(１５)
迭代过程如下:
(１)给定已知或者观测数据a、y、Py、Qe;
(２)根据函数模型中系数矩阵结构确定矩阵

B 和向量h,以及构造转换矩阵C１;

(３)计算最小二乘结果̂β０＝(ATPyA)－１ATPyy;
(４)初始化C２＝[In－(βT⊗In)B]C１;

(５)通过式(１２)—式(１４)计算得到β̂i,更新

矩阵C２;

(６)当β̂ 与前一次迭代值的差值２范数小于

设定的阈值,迭代终止,得到最终的参数解,否则

跳到步骤(５),重复迭代计算.

３　相关观测的PartialEIV模型算法精度

评定

３．１　单位权方差估值公式

根据文献[８],相关观测的 PartialEIV 模型

算法的单位权方差估值公式为

σ̂２
０＝

eTWe
r

(１６)

式中,r为自由度,其数值大小与观测值个数和待

求参数个数有关,在相关观测的PartialEIV模型

中,观测值个数为n＋t;待求参数个数为t＋m.

０８９
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３．２　参数协因数阵

由式(１４)可知,相关观测的PartialEIV模型

下的参数解̂β具有最小二乘解的形式,根据协因数

传播律得到Qy１
＝Qey ＋(̂βT⊗In)QEA

(̂β⊗In),QEA

表示 对 系 数 矩 阵 拉 直 后 的 协 因 数 阵,QEA ＝
BQaBT,且经过化简后Qy１

＝C２(W)－１CT
２.因此

采用经典最小二乘精度评定理论中参数协因数阵

求解公式直接求得相关观测的 PartialEIV 模型

下的参数协因数阵公式[１６]

Q̂β̂β＝(̂ATQ－１
１ Â)－１ (１７)

式中,Q１＝C２(W)－１CT
２.

其他相关量的协因数阵可以通过协因数传播

律求得.

４　算例和分析

４．１　算例１直线拟合

引用文献[１７]中的试验数据,坐标观测值

(xi,yi)及其相应的权Wxi
、Wyi 见表１.为了模

拟系数矩阵A 和观测向量y 相关的情况,利用

表２中的相关系数[１３]给观测值加入相关性.分

别采用最小二乘方法(LS)、不考虑相关性的总体

最小二乘(TLS)[１６]、本文方法和文献[１２]的方法

(记Fang方法)、文献[１３]的方法(记Snow方法)
进行参数求解,图１给出了Fang方法和Snow方

法的流程图,图２给出了本文方法的流程图.参

数计算结果见表３.表１给出了利用本文方法计

算得到的观测向量和系数矩阵随机元素的残差

值.本文将迭代的收敛阈值均设为１０－１０.

注:∗QAA表示系数矩阵A 的协因数阵;QyA表示观测向量y关于系数矩阵A 的协因数阵;Qll表示观测向量和系数矩阵组成的增广

矩阵[A,y]的协因数阵.

图１　Fang方法和Snow方法流程[１２Ｇ１３]

Fig．１　Fang’smethodandSnow’smethod[１２Ｇ１３]

１８９
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表１　坐标观测数据及相应的权阵和残差[１７]

Tab．１　Coordinateobservationsandcorrespondingweights
aswellastheirresiduals[１７]

点号 xi Wxi yi Wyi ea ey

１ ０．０ １０００ ５．９ １．０ 　０．００２６１１ －０．５４３９２６
２ ０．９ １０００ ５．４ １．８ －０．００８７４９ －０．４５２０１５
３ １．８ ５００ ４．４ ４．０ －０．０１２１８ ０．１３６２５６
４ ２．６ ８００ ４．６ ８．０ ０．０１５８００ －０．４４３９７８
５ ３．３ ２００ ３．５ ２０ －０．０７４３５８ ０．３７５９６５
６ ４．４ ８０ ３．７ ２０ ０．１５６８６８ －０．４３５３７２
７ ５．２ ６０ ２．８ ７０ －０．０３８５４８ ０．１８６９８６
８ ６．１ ２０ ２．８ ７０ －０．２０８０５９ －０．１４８４７６
９ ６．５ １．８ ２．４ １００ －０．０５８７８３ －０．０００７１９
１０ ７．４ １．０ １．５ ５００ ０．９８２８３４ ０．００７６３５

表２　坐标观测值之间的相关系数[１３]

　Tab．２　Correlationcoefficientbetweencoordinate
observations[１３]

相关

系数
ρx１y１ ρx２y２ ρx３y３ ρx４y４ ρx５y５

数值 －０．１６５９５６　０．４４０６４９－０．９９９７７１－０．３９５３３５－０．７０６４８８
相关

系数
ρx６y６ ρx７y７ ρx８y８ ρx９y９ ρx１０y１０

数值 －０．８１５３２３－０．６２７４８０－０．３０８８７９－０．２０６４６５　０．０７７６３３

图２　本文方法的流程图

Fig．２　Themethodinthispaper

表３　算例１不同方法所得结果及迭代次数

Tab．３　Theresultsfromdifferentmethodsandthenumberofiterationsofthefirstexample

LS TLS Fang方法 Snow方法 本文方法

β̂１ －０．６１０８１２９７ －０．４８０５３３４１ －０．４５９２２８６７ －０．４５９２２８６７ －０．４５９２２８６７

β̂２ ６．１００１０９３２ ５．４７９９１０２２ ５．３５７２７２５６ ５．３５７２７２５６ ５．３５７２７２５６
σ̂２

０ ４．２９３１５０９４ １．４８３２９４１５ ２．０９０６８５９７ ２．０９０６８５９７ ２．０９０６８５９７
D̂β１ ０．００３８８６３９ ０．００４９８７２２ ０．００５９６９９８ ０．００５９６９９８ ０．００５９６９９８
D̂β２ ０．１７９８２６４２ ０．１２９０５８０６ ０．１５６４９０２３ ０．１５６４９０２３ ０．１５６４９０２３

迭代次数 — ７ １０ ９ ７

　　假设直线方程为

yi＝β１xi＋β２ (１８)
直线拟合的PartialEIV模型为式(１),式中

y
１０×１

＝

y１

y２

⋮

y１０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,a
１０×１

＝

x１

x２

⋮

x１０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,̂β
２×１

＝ β̂１

β̂２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,ey
１０×１

＝

ey１

ey２

⋮

ey１０

é

ë
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ê
ê
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ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

ea
１０×１

＝

ex１

ex２

⋮

ex１０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

,h＝ ０ ０ 􀆺 ０
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁

１０

　１ １ 􀆺 １
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁

１０

[ ] T,固定

矩阵B＝
１
０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ⊗I１０.

通过公式σxiyi ＝ρxiyiσxiσyi 计算得到观测数

据的协方差,相关情况下的协因数阵为(其中

σ２
０＝１)

Q
２０×２０

＝

σ２
x１

σ２
０

􀆺 ０
σx１y１

σ２
０

􀆺 ０

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ０

０ 􀆺
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x１０

σ２
０

０ 􀆺
σx１０y１０

σ２
０
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０

􀆺 ０
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⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
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(１９)
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从表３可以看出,本文方法与 Fang方法、

Snow方法可以得到相同的参数估值、单位权方

差及参数协方差,不同的是本文方法的迭代次数

要少于其他两种方法;参数估值表达式的不同是

影响迭代次数的主要原因.
目前已有的加权总体最小二乘算法中,文献

[８,１６,１８—１９]在 迭 代 中 收 敛 阈 值 都 设 置 为

１０－１０,文献[２０]收敛阈值设置为１０－１２,文献[２１]

收敛阈值设置为１０－１８,收敛阈值设置为１０－１０较

为普遍;为了进一步说明本文方法的优势,在算例

１中通过设置不同的收敛阈值比较不同方法的迭

代次数,得到的结果见表４.

表４　算例１不同收敛阈值下不同算法的迭代次数

Tab．４　Thenumberofiterationsofdifferentalgorithms

underdifferentthresholdsofthefirstexample

收敛阈值 Fang方法 Snow方法 本文方法

１０－７ ８ ７ ５
１０－８ ８ ７ ６
１０－９ ９ ８ ７
１０－１０ １０ ９ ７
１０－１１ １１ １０ ８
１０－１２ １２ １０ ９
１０－１３ １３ １１ １０

从表４可以看出,收敛阈值的不同对迭代次

数存在影响,通过比较可以发现本文方法的迭代

次数在不同阈值下都是最少的.
在该直线拟合算例中,数据的相关性存在于

观测向量和系数矩阵的随机元素中,从相关系数

中可以看出,各系数矩阵中随机元素xi 对观测向

量中元素yi 所起作用并非相同.数据之间的相

关性主要从协因数阵中体现出来,若不考虑相关

性,则式(１８)为对角阵,很明显若缺少了非对角线

元素的约束,则无法体现出数据之间的相互作用

关系,最终导致求得的参数结果存在偏差.

４．２　算例２自回归模型

时间序列法是一种利用按时间顺序排列的数

据预测未来的方法,它通过对各种动态数据来建

立对应的数学模型,并对所建立的模型进行分析

研究,从而了解这些观测数据的特性和相互联系,
对未来数据的变化趋势作出合理的分析和预测.
自回归模型的参数估计问题是时间序列求解中的

基本问题[２２Ｇ２３].

p 阶自回归过程{Yn}满足[２２]

Yp＋１＝φ１Yp＋φ２Yp－１＋􀆺＋φpY１

Yp＋２＝φ１Yp＋１＋φ２Yp＋􀆺＋φpY２

　　　　　⋮

Yn＝φ１Yn－１＋φ２Yn－２＋􀆺＋φpYn－p

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

(２０)

将式(１９)改写成矩阵的形式

Y＝(A＋EA)X－ey (２１)
式中

Y＝

Yp＋１

Yp＋２

⋮

Yn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,A＝

Y１ 􀆺 Yp－１ Yp

Y２ 􀆺 Yp Yp＋１

⋮ ⋮ ⋮

Yn－p 􀆺 Yn－２ Yn－１

é
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ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

EA＝

EY１ 􀆺 EYp－１ EYp

EY２ 􀆺 EYp EYp＋１

⋮ ⋮ ⋮

EYn－p 􀆺 EYn－２ EYn－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

ey＝

eYp＋１

eYp＋２

⋮

eYn

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,X＝

φp

⋮

φ２

φ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

采用文献[２４]中的观测数据,该数据为某一

建筑物在某个时间段定期进行的３６次沉降观测.
建立一个阶数为３的自回归模型,分别采用最小

二乘方法(LS)、不考虑相关性的总体最小二乘方

法(TLS)[１６]、本文方法和Fang方法[１２]、Snow 方

法[１３]进行参数求解,参数计算结果见表５.本文

将迭代的收敛阈值均设为１０－１０.在自回归模型

中,数据之间的相关性是由于存在重复元素而产

生的,系数矩阵中存在元素重复出现的情况,且观

测向量与系数矩阵中存在相同元素,导致元素之

间存在自相关,此时在进行模型解算时需要保证

重复元素具有相同的改正数.若不考虑相关性,
则会出现同一元素具有不同的改正数,与实际情

况不相符,最终导致参数解算结果存在偏差.
从表５可以看出,本文方法与 Fang方法、

Snow方法计算结果的等价性,不同的是迭代次

数,本文方法在一定程度上可以提高计算效率.
同算例１,通过设置不同的收敛阈值来比较

不同方法的迭代次数,得到的结果见表６.
从表６可以看出,迭代次数随着收敛阈值的

变小而增多,当收敛阈值取为１０－１３时,Fang方法

与Snow方法迭代次数分别为７４６２、１１２３３,而本

文方法只需要２８６次,在不同的收敛阈值下本文

方法的迭代次数都是最少的,体现了本文方法可

３８９
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以提高计算效率这一优势.
表５　算例２不同方法的解算结果

Tab．５　Theresultsfromdifferentmethodsofthesecondexample

LS TLS Fang方法 Snow方法 本文方法

φ̂３ ０．６３５０５９３２ １．０７７１１７９２ １．１７９０８１３４ １．１７９０８１３４ １．１７９０８１３４

φ̂２ ０．３２７８０９３９ ０．５１８０９８６７ ０．０４１８９９５５ ０．０４１８９９５５ ０．０４１８９９５５

φ̂１ ０．０４１０８６６２ －０．５８９２９７８１ －０．２１４４４８０９ －０．２１４４４８０９ －０．２１４４４８０９
σ̂２

０ ０．６４７６２０４９ ０．３２９３３１３４ ０．４１３９９１２２ ０．４１３９９１２２ ０．４１３９９１２２
D̂φ３ ０．０２２６９９９１ ０．０４８６０７４４ ０．０１２６５８０６ ０．０１２６５８０６ ０．０１２６５８０６
D̂φ２ ０．０１７７２４９０ ０．０２０９５７５０ ０．００９４８１７７ ０．００９４８１７７ ０．００９４８１７７
D̂φ１ ０．０２１１７６８１ ０．０４７２０５５６ ０．００９０７４５５ ０．００９０７４５５ ０．００９０７４５５

迭代次数 — ３３ ４３ １０９ ３３

表６　算例２不同收敛阈值下不同方法的迭代次数

Tab．６　Thenumberofiterationsofdifferentalgorithms
underdifferentthresholdsofthesecondexample

收敛阈值 Fang方法 Snow方法 本文方法

１０－７ ３２ ７７ ２４
１０－８ ３６ ８７ ２７
１０－９ ３９ ９６ ３０
１０－１０ ４３ １０９ ３３
１０－１１ ４６ １２２ ３６
１０－１２ ５９ １４４ ５８
１０－１３ ７４６２ １１２３３ ２８６

４．３　算例３模拟直线拟合

在算例１直线拟合中,由式(１８)可以看出未

考虑观测量自身与系数矩阵观测量自身的相关

性,其协因数阵为对角阵,互协因数阵也为对角

阵;因此为了说明本文方法的一般性,考虑观测量

自身的相关性,则式(１８)形式变为
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(２２)

　　模拟一条直线yi＝axi＋b,a 与b 分别表示

斜率与截距,其真值为２、１．５,xi 从２至９．２每隔

０．８取一个值,并计算相应的yi 值;其中yi 与xi

的协因数阵及yi 与xi 相关的互协因数阵由

Matlab函数randn生成,其形式为Q＝{[randn
(１００,２∗n)]T×[randn(１００,２∗n)]})/１０００,令
单位权方差σ２

０＝０．１,再根据 Matlab函数 mvnrnd
函数生成随机误差进行平差解算,保持协因数阵

Q 及单位权方差不变模拟计算１０００次,迭代中收

敛阈值设置为１０－１０,用Fang方法、Snow方法及

本文方法计算得到参数估值均值与迭代次数均值

结果见表７.
从表７可以看出,当考虑观测量自身的相关

性及观测量与系数矩阵的相关性时,协因数阵

式(２２)与式(１９)形式相同,使用不同的方法可以

得到相同的计算结果,但本文方法的迭代次数均

４８９
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值要少于Fang方法与Snow方法;在构造协因数

阵方面,本文方法只需考虑随机元素的协因数阵

及它们之间的互协因数阵,简单方便,而Fang方

法与Snow方法需要获得增广矩阵[Ay]的协因

数阵及互协因数阵,维度较大,比本文更复杂,尤
其是考虑了观测量自身的相关性及观测量与系数

矩阵元素的相关性时,本文方法一定程度上简化

了计算程序.

表７　算例３不同方法得到的参数估值均值与迭代次数

均值

Tab．７　Theaverageresultsofestimatedparametersandthe
numberofiterationsfromdifferentmethodsofthe
thirdexample

Fang方法 Snow方法 本文方法 真值

â ２．０００２９０７７ ２．０００２９０７７ ２．０００２９０７７ ２

b̂ １．４９６６７８２４ １．４９６６７８２４ １．４９６６７８２４ １．５
迭代次

数均值
４．８０８ ４．９５２ ３．８０８ —

４．４　算例分析

(１)从表３、表５和表７中可以看出,本文提

出的解决相关观测的 PartialEIV 模型方法与已

有的解决EIV 模型相关观测情况下的方法在参

数解算方面具有相同的效果,无论是在直线拟合

或是自回归模型问题中,求解得到的参数结果一

致,计算得到的单位权方差也一致,而且迭代次数

要少于已有的算法,一定程度上提高了计算效率,
从表４和表６可以看出,设置不同的收敛阈值,本
文方法的迭代次数都是最少的,进一步说明了本

文方法的优势.相比较其他相关观测的 WTLS
方法,本文提供了一种可供选择的其他方法.主

要体现PartialEIV模型的优势,将其用于解决观

测值相关情况下的总体最小二乘问题.
(２)由于直线拟合模型的系数矩阵是由常数

元素列和随机元素列组成的,系数矩阵中并不存

在随机元素重复出现的情况,因此构造EIV 模型

或是PartialEIV模型进行参数求解并无太大差

异,但算例２自回归模型中含有重复的随机元素

明显地体现出了本文方法的优势.
(３)在自回归模型算例中,文献[４,１５]中基

于PartialEIV模型提出的方法无法使用,这是由

于这两种方法的结构导致的,在自回归模型中,观
测向量和系数矩阵中存在重复出现的元素,此时

得到的观测向量和系数矩阵的增广矩阵[Ay]的
协因数阵奇异[２５],因此无法得到该增广矩阵的权

阵,而文献[４,１５]中均需要提供增广矩阵的权阵.
这也是本文针对目前已有 PartialEIV 模型方法

存在的不足之处所进行的改进.
(４)本文是在 PartialEIV 模型的基础上对

该模型进行了扩展,在标准的 PartialEIV 模型

中,仅对系数矩阵中的常数元素和随机元素进行

了分离,在本文方法中则是将观测向量和系数矩

阵组成的增广矩阵中的常数元素和随机元素进行

了分离,依照 PartialEIV 模型的构建思想,对该

模型进行了扩展.从表５中可以看出,本文方法

在求解自回归模型参数时只需迭代 ３３ 次,而

Fang方法需要４３次,Snow 方法需要１０９次,这
主要是由不同的参数求解表达式引起的.

(５)在本文方法中,遵循了PartialEIV 模型

的构造思想,将重复出现的元素进行了提取,因此

在方法求解过程中,无论一个元素重复出现多少

次,都不影响求解参数的个数,而 Fang方法和

Snow方法中对增广矩阵中出现的元素进行了求

解,因此在求解参数的个数方面远多于本文方法

所需求解的参数个数,因此这两种方法的计算量

更大.同时,必需注意在平差模型构建过程中元

素的重复出现,只是同一个观测量的重复使用,对
其观测精度并无影响.

(６)通过本文方法与图１中 Fang方法和

Snow方法的迭代表达式的对比,可以发现本文

方法表达形式更为简便,组成结构更有规律.由

于本文方法是基于扩展的 PartialEIV 模型推导

得到的,因此继承了 PartialEIV 模型的优势;从
式(１９)、式(２２)可以看出,本文方法解决了已有

PartialEIV方法未考虑相关性的问题.该模型

考虑到方法的集成性发展,根据不同平差问题预

先设计固定矩阵B 的形式,可以形成一个统一的

求解模式,使其具有更为广阔的实际应用前景.

５　结　论

本文以PartialEIV模型为基础,推导了适用

于相关观测情况下的方法,进一步完善了Partial
EIV模型的理论研究.该方法在结构和理论推

导方面更加简便、易懂,且更适合解决系数矩阵中

存在元素重复出现的问题,对总体最小二乘理论

的发展具有一定的理论与实际价值.通过算例表

明了本文方法与目前已有的解决 EIV 模型相关

观测情况下的方法在参数求解结果方面的一致

性,相较于EIV 模型下的方法,本文方法更具普
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适性,可以形成统一的求解模式,实际应用前景更

为广阔.本文还比较了不同方法的迭代次数,并
对同一问题中不同方法具有不同的迭代次数进行

了分析,但未能给出更为全面的解释,对方法机理

的进一步探究能够加深对方法迭代过程的深入理

解,有利于提高方法的效果,对于这一问题以及

PartialEIV模型方法的实际应用这方面还需要

进一步研究.
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