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摘　要:在自回归模型求解中,设计矩阵和观测值均存在误差,传统的最小二乘法不能很好地解决这一

问题.本文提出了一种顾及设计矩阵误差的AR模型新解法,通过引入虚拟观测值,使观测向量与设计

矩阵不仅同源而且带误差的元素个数相同,然后通过对观测方程进行等价变换巧妙实现了在最小二乘

框架下求解自回归问题.利用模拟数据及实测数据分别对新算法进行了内符合精度检验,并利用实测

数据对新算法进行外符合精度检验,结果表明新算法得到的结果显著优于奇异值分解(singularvalue
decomposition,SVD)解法及传统最小二乘解法,验证了算法的精度和有效性.
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　　平差的实际问题中常存在设计矩阵由含有误

差的观测值构成,传统最小二乘方法在求解此类

模型的过程中,因忽略设计矩阵中实际存在的误

差而具有理论的不完备性.考虑设计矩阵误差,

将所有观测值改正数平方和最小作为平差准则的

求解 方 法 最 初 由 Adcock 于 １８７７ 年 提 出[１].
１９８０年,Golub和 VanLoan提出了奇异值分解

(SVD)算法,并将这类设计矩阵带有误差的问题
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命名为整体最小二乘方法 (totalleastsquare,

TLS)[２].使用SVD解法虽能获得稳定数值解,
但计算复杂度高[３],如果设计矩阵中含有误差的

元素重复出现,使用SVD解法,同一观测值在不

同位置改正数将不一样.另外,使用SVD解法估

计参数,难以给出以观测值表达的未知参数平差

值表达式,从而无法利用协方差传播率进行精度

评定[４].近些年,文献[４]提出一种顾及设计矩阵

随机误差的最小二乘组合新解法,其将设计矩阵

中所有含误差的元素作为虚拟观测值引入虚拟观

测方程求解模型,解决了 TLS方法的精度评定问

题.加权整体最小二乘亦有较大进展[５Ｇ１０].此外,
文献[１１]研究了三维坐标转换的通用整体最小二

乘解法;文献[１２]对部分变量误差模型提出了整体

抗差最小二乘估计方法;文献[１３]对PartialEIV模

型提出了一种新解法;文献[１４]提出了一种基于中

位数法的抗差整体最小二乘估计方法.

AR模型是一类基本的时间序列模型,在工

程实践与导航定位等方面有着广泛应用[１５Ｇ２２].
对于t阶 AR模型,任意时刻观测值zm 为自身最

近t阶滞后项的线性组合[２３],如下

zt＋１＝φ１zt＋φ２zt－１＋􀆺＋φtz１

zt＋２＝φ１zt＋１＋φ２zt＋􀆺＋φtz２

　　　　　　⋮

zt＋n＝φ１zt＋n－１＋φ２zt＋n－２＋􀆺＋φtzn
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式(１)用矩阵形式表达可写为

L＝BX (２)
式中,观测向量L＝ zt＋１ zt＋２ 􀆺 zt＋n[ ] T,令
任意时刻观测值zi 的改正数为vi;设计矩阵B＝

zt zt－１ 􀆺 z１

zt＋１ zt 􀆺 z２
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;未知参数向量 X＝

[φ１ φ２ 􀆺 φt]T.
由此可见,含误差的观测值规律地出现在设

计矩阵不同位置,且观测向量中元素亦重复出现

在设计矩阵中.使用传统最小二乘方法估计 AR
模型参数,因忽略设计矩阵中存在含误差的元素

而理论缺乏严密性.AR 模型中,观测向量误差

与设计矩阵误差同源,若使用SVD方法估计 AR
模型参数,则多次出现的同一观测值的改正数不

再唯一.文献[２４]提出一种非线性的 AR模型整

体最小二乘迭代算法,但难以应用协方差传播定

律给出精度评定公式.
前述方法对求解 AR模型存在一定缺陷,本

文提出一种顾及设计矩阵误差,适用于 AR模型

的整体最小二乘新解法,该方法通过引入未在观

测向量中出现且含误差的观测值作为虚拟观测

值,将设计矩阵对应的改正数与未知参数初值乘

积改写为由新设参数改正数及实际观测值改正数

表达的线性组合,使得观测向量与设计矩阵中带

误差的元素个数相同.由此将整体最小二乘问题

转化为经典最小二乘问题,最终使用间接平差方

法进行参数求解.本文方法有效地克服了 AR模

型中同一参数在不同位置改正数不一致的情况,
并能依据协方差传播定律进行精度评定.

１　顾及设计矩阵误差的AR模型新解法

１．１　算法推导

同时考虑设计矩阵B 与观测向量L 误差,
式(２)可写为

　　L＋v＝(B０＋ΔB)(X０＋x)＝B０X０＋
B０x＋ΔBX０＋ΔBx (３)

忽略二阶小项ΔBx,式(３)可改写为

v＝B０X０＋B０x＋ΔBX０－L (４)
式 中,v ＝ vt＋１ vt＋２ 􀆺 vt＋n[ ] T 为 观 测

向量L改 正 数;X０ ＝ φ１０ φ２０
􀆺 φt０[ ] T,由

待求参数初 值 组 成,x 为 未 知 参 数 改 正 数;B０

由设计矩 阵 B 中 各 元 素 初 值 构 成;ΔB ＝
vt vt－１ 􀆺 v１

vt＋１ vt 􀆺 v２

⋮ ⋮ ⋮

vt＋n－１ vt＋n－２ 􀆺 vn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,由设计矩阵各元素

改正数构成.

１．１．１　矩阵等价变换

矩阵ΔB 中改正数规律地重复出现,为将不同

的改正数单独取出,同时考虑未在设计矩阵中出现

的改正数vt＋n,将ΔBX０ 作如式(５)所示等价变换

　　ΔBX０＝

vt vt－１ 􀆺 v１

vt＋１ vt 􀆺 v２

⋮ ⋮ ⋮

vt＋n－１ vt＋n－２ 􀆺 vn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

φ１０

φ２０

⋮

φt０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

vtφ１０＋vt－１φ２０＋􀆺＋v１φt０

vt＋１φ１０＋vtφ２０＋􀆺＋v２φt０

⋮

vt＋n－１φ１０＋vt＋n－２φ２０＋􀆺＋vnφt０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

６９７１



第１１期 姚宜斌,等:顾及设计矩阵误差的AR模型新解法
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１．１．２　引入虚拟观测值

在 AR模型中,观测向量L 中元素在设计矩

阵B 中重复出现,两者相同元素改正数应一致.
考虑到B 中的 z１ z２ 􀆺 zt[ ] T 未在L 中出

现,为使观测向量L 与设计矩阵B 中带误差的元

素个数相同,引入仅在设计矩阵B 中出现且带误

差的元素作为虚拟观测值LB,即LB＝[z１ z２ 􀆺

zt]T.令xB＝[v１ v２ 􀆺 vt]T,由此 ΔBX０ 可由

xB 与观测值改正数v组成的列向量线性表示,即
式(６)

ΔBX０＝ B１０ B２０[ ]
xB
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式中,B１０ ＝
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,将式(６)结

果代入式(４)可得

v＝B０X０＋B０x＋B１０xB＋B２０v－L (７)

１．１．３　函数模型构建

将式(７)中右边B２０v 项移至等式左边,提取

公因式v得(E－B２０)v.由于矩阵B２０中非零元

素集中出现在主对角线下方,主对角线及其上方

元素全为０,故行列式 E－B２０ 恒为１,即矩阵

E－B２０可逆,从而可得式(８)

v＝(E－B２０)－１B０x＋(E－B２０)－１B１０xB－
(E－B２０)－１(L－B０X０) (８)

虚拟观测值误差方程为

vB＝xB (９)
如果令
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则有

vg＝Bgxg－lg (１０)
式中,vg 为z１、z２、􀆺、zt、zt＋１、􀆺、zt＋n改正数构

成的列向量;Bg 为等效设计矩阵;xg 为所有实际

待估参数的和虚拟参数的改正数.算法的估计准

则为vT
gPvg＝min,由此整体最小二乘问题转化为

经典最小二乘问题,从而可按经典平差中的间接

平差方式求解.

１．２　解算流程

本文方法解算流程为:
(１)确定观测值及虚拟观测值初值,选用普

通最小二乘所得的 AR系数作为未知参数初值,
即X０＝(BT

０B０)－１BT
０L.

(２)按照式(１０)所定义的各矩阵,将 AR 系

数初值或更新值代入,构建等效设计矩阵Bg,矩
阵lg,按 间 接 平 差 原 理 计 算 xg ＝ BT

gPBg( ) －１

BT
gPlg,同时更新未知参数X.

(３)根据式(１０)计算vg,更新实际观测值L
估值及虚拟观测值LB 估值.

(４)重复步骤(２)、(３)直到未知参数改正数x
小于一定阈值停止迭代,得到最终的未知参数结果.

１．３　精度评定

在经典最小二乘中,权由观测值精度确定,而
观测值出现的次数,则会在平差过程中,通过对系

数矩阵的作用,进一步影响法方程进而影响平差结

果.但是在整体最小二乘中,系数矩阵中的观测值

具有双重身份,除了影响系数矩阵本身外,还作为

７９７１
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观测值参与平差,本文认为观测值这部分影响与观

测值在系数矩阵中出现的次数也有关系.本文所

定义的权阵P 由两部分构成,即由观测值精度信

息构建的权阵P′,以及一个与次数有关的因子阵

K,其中P＝P′K.为简化问题,本文先行假定 AR
模型各期观测值等精度,即P′为单位阵,P＝K,若
观测值不等精度,则在按照精度信息得到的权阵

P′的基础上再乘以一个次数有关的因子阵K.
由于在 AR模型中,设计矩阵中元素在不同

位置中规律地重复出现,观测值亦重复出现于设

计矩阵中,在使用整体最小二乘方法进行求解未

知参数时,实际上将同一观测值当作多次相同观

测建模,为此,在各期观测值等精度的条件下,模
型各观测值权可由观测值出现的次数确定,考虑

引入虚拟观测值,该算法权阵P 定义如下

P＝diag(２,３,􀆺,t,t＋１,t＋１,􀆺,t＋１,
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁

n－t－１

t＋１,t,t－１,􀆺,２,１) (１１)
使用上述方法经过若干次迭代可以获得未知参

数X 平差值,单位权中误差σ计算如式(１２)所示

σ＝
vT

gPvg

f
＝

vT
gPvg

n－t
(１２)

式中,模型自由度f＝(n＋u)－(t＋u)＝n－t.
在本文算法中,参数X０＝[φ１０ φ２０ 􀆺 φt０

]T

的初值为最小二乘所得到的 AR系数.需要注意

的是,若初值精度不够,则会导致迭代次数多,收
敛速度慢,初值精度过差会导致迭代不能收敛.

２　算例分析

２．１　模拟数据

为验证算法的可行性与精度,依据式(１３)模拟

一个平稳的AR(３)模型,其AR系数分别取为φ１＝
０．８、φ２＝－０．５、φ３＝－０．３,模拟数据如表１所示.

表１　AR(３)模型模拟数据

Tab．１　SimulationdateofAR(３)model

序号 模拟值 序号 模拟值 序号 模拟值

１ １５．９１８９ １１ １．１７７５ ２１ －２．８５７４
２ １４．７９７４ １２ －１０．７０７８ ２２ ４．８８９９
３ ２３．２４６２ １３ －１３．８５８２ ２３ ７．６２１５
４ ７．３５７２ １４ －６．００１０ ２４ ５．０３９０
５ －１０．８０５２ １５ ５．４６０１ ２５ ０．６０７８
６ －１８．０６９２ １６ ９．６４１９ ２６ －６．３５７２
７ －１０．５６７７ １７ ９．１２５８ ２７ －５．７９２５
８ ２．７９２３ １８ －１．９３４３ ２８ －１．３０１２
９ １４．６７９２ １９ －６．５５１９ ２９ ２．１０８４
１０ １３．１２６８ ２０ －９．４０１７ ３０ ５．８３０８

zt＝φ１zt－１＋φ２zt－２＋φ３zt－３＋et (１３)
式中,et 为高斯白噪声,表１模拟数据所附加噪

声et~N(０,１).
对于表１模拟数据,分别采用本文方法(迭代

阈值为０．００００００１)、SVD方法以及直接最小二

乘３种方法求解参数及单位权中误差,列于表２.

表２　３种不同方法所求参数值及单位权中误差

Tab．２　Theparametervalueandtheerrorofunitweightof

threemethods

参数 SVD LS 本文方法 真值

φ１ ０．８３６３ ０．７７０９ ０．８０４３ ０．８
φ２ －０．５４６１ －０．４６６７ －０．５０８４ －０．５
φ３ －０．２７２５ －０．３２４６ －０．３０６８ －０．３
σ０ １．４４５５ １．４１６０ ０．９０４２

　　从表２可知,本文方法所得到的参数估值较

SVD方法和传统最小二乘方法更接近于真值,由
于考虑了设计矩阵误差及同一观测值出现在不同

位置改正数应一致等事实,本文方法的单位权中

误差明显小于最小二乘方法和SVD方法,并且更

加接近虚拟观测噪声的中误差.当对模拟数据不

附加高斯白噪声时,本文方法所得参数估值将与

真值一致.

２．２　实测沉降数据

表２所示结果验证了算法的可行性与精度.
为更好地验证本文算法可行性,采用文献[２５]中
例３Ｇ７实测沉降观测数据,该组实测沉降数据可

用 AR(３)模型 拟 合,故 对 实 测 沉 降 数 据 建 立

AR(３)模型,φ１、φ２、φ３ 为待求 AR系数.在实测

沉降数据中,本文算法所选用的参数初值X０＝

φ１０ φ２０ φ３０[ ]
T 为最小二乘方法所获得的 AR

系数,在获取参数初值之后,结合实测沉降观测值

代入式(１０),按照各矩阵定义构造模型,迭代求解

以获得最终结果.
本文算法、普通最小二乘(LS)以及SVD３种

方法所得参数估值如表３所示.实测观测数据及

３种方法所得平差值如表４所示.图１所示为本

文算法、普通最小二乘(LS)以及SVD３种方法平

差结果与原始观测值残差绝对值对比.
表３中本文方法所求结果与SVD法较为接

近,但本文方法所得单位权中误差小于SVD法,
直接最小二乘结果与本文结果相差较远,查阅文

献[２３]知,本文所引用实测沉降数据并非平稳的

自回归时间序列,这可能是和直接最小二乘结果
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估值结果相差较大的原因.由表４及图１可知,
本文方法所得观测值的平差值更契合原始观测序

列变化趋势.新方法看起来误差相对平稳,波动

小一些.第１４期的结果,其他方法较差,新方法

较好,说明新方法由于理论严密,所以对于抑制较

大误差效果更好.

表３　３种方法所求沉降数据参数估值

　 Tab．３　Theparametervalueofobservationdataof　
settlementofthreemethods

参数 SVD LS 本文方法

φ１ －０．３７４８ ０．０４１１ －０．４８６３
φ２ ０．２８９８ ０．３２７８ ０．４２６４
φ３ １．０９０１ ０．６３５１ １．０６７０
σ０ ０．８９５４ ０．７６７３ ０．７３２０

表４　沉降数据实测值及３种方法平差值

Tab．４　Adjustmentofobservationofthreemethodandthe
originaldata mm

序号 原始数据 本文方法 SVD LS

１ ２６．３３ — — —
２ ２６．２７ — — —
３ ２６．４３ — — —
４ ２５．５６ ２６．２３５２ ２６．４１２１ ２６．４１８６
５ ２６．８２ ２６．３３９８ ２６．７１９１ ２６．３９７２
６ ２６．５６ ２６．４３５０ ２６．１６９１ ２６．２６５４
７ ２５．９３ ２６．３６８６ ２５．６８３３ ２６．１１５２
８ ２６．４３ ２６．５５３１ ２７．２１７７ ２６．８０４３
９ ２６．５２ ２６．５３６７ ２６．５６４２ ２６．４５３２
１０ ２５．４６ ２６．５５２５ ２５．９８８６ ２６．２２０７
１１ ２６．１２ ２６．７３４７ ２６．９５７１ ２６．５２４２
１２ ２７．２８ ２６．６３５３ ２６．５００６ ２６．２６１０
１３ ２６．６７ ２６．７７８２ ２５．１０１６ ２５．８５１８
１４ ２７．９５ ２６．８６０６ ２６．３８５９ ２６．６２６２
１５ ２６．７４ ２６．７７５４ ２６．９９４０ ２７．２１５５
１６ ２７．５３ ２７．００４５ ２７．１５３４ ２７．１９８０
１７ ２５．３１ ２６．９４４８ ２７．９０２１ ２７．６４６６
１８ ２６．９０ ２６．９８０６ ２７．６４４０ ２７．０４６０
１９ ２８．０９ ２７．１８２１ ２７．２６５８ ２６．８８５３
２０ ２６．７８ ２７．０３５７ ２４．８６０６ ２６．０４５５
２１ ２８．６６ ２７．２３１０ ２７．４２９８ ２７．３９１６
２２ ２６．７５ ２７．２８８６ ２７．６４２８ ２７．７９５１
２３ ２７．２４ ２７．１８７６ ２７．４７５４ ２７．５０１０
２４ ２８．０２ ２７．４６９７ ２８．７８７６ ２８．０８８９
２５ ２６．８１ ２７．３５０９ ２６．５５５２ ２７．０６８６
２６ ２８．５０ ２７．４２１２ ２７．７６８９ ２７．５８５８
２７ ２７．６８ ２７．６３７４ ２７．６３５１ ２７．７５３９
２８ ２６．５７ ２７．４３５５ ２７．１１３２ ２７．５０５８
２９ ２８．３６ ２７．７００８ ２９．１３３９ ２８．２６４６
３０ ２７．９４ ２７．７１６４ ２７．２４７４ ２７．４５３６
３１ ２６．８１ ２７．６０６６ ２６．７１３５ ２７．３１８２
３２ ２８．５０ ２７．９４９７ ２８．９６６７ ２８．２７０８
３３ ２７．６８ ２７．７５２６ ２７．５４７９ ２７．７０３１
３４ ２６．５７ ２７．８７７６ ２７．１１３２ ２７．５０５８
３５ ２８．３６ ２８．０９８９ ２９．１３３９ ２８．２６４６
３６ ２７．９４ ２７．８３４２ ２７．２４７４ ２７．４５３６

图１　３种方法平差结果与原始观测值比较

Fig．１　Comparativeresultsbetweenoriginaldataand
adjustmentofobservationofthreevalue

２．３　预报精度分析

AR模型能利用前若干期观测值预报后若干

期观测值,为检验本文算法的外符合精度,以表４
所列前３０期实测沉降观测值为基础,分别利用本

文算法、普通最小二乘(LS)以及SVD３种方法求

解模型系数并预报第３１期至３６期沉降数据.依

据前３０期实测沉降数据所求参数结果及相应方

法预报值如表５所示.图２所示为本文算法、普
通最小二乘(LS)以及SVD３种方法预报结果与

实测沉降观测值残差绝对值对比.

表５　３种方法预报结果

Tab．５　Forecastresultofthreemethod

项目 原始数据 本文方法 SVD LS

φ１ － －０．５２８０ －０．５８０８ ０．０６５６
φ２ － ０．４８７７ ０．４２３５ ０．４１０５
φ３ － １．０４８８ １．１６４３ ０．５２８７
σ０ － ０．７００１ １．０３６２ ０．８０９１

第３１期 ２６．８１ ２７．９８６５ ２８．４７６０ ２８．００１６
第３２期 ２８．５０ ２８．２３７０ ２９．２１８１ ２７．９８０１
第３３期 ２７．６８ ２７．７１７６ ２６．５３８５ ２７．８１７０
第３４期 ２６．５７ ２８．４８９７ ３０．１１６２ ２８．１１４７
第３５期 ２８．３６ ２８．０９１４ ２７．７６７３ ２８．０５６０
第３６期 ２７．９４ ２８．１３３５ ２７．５２６９ ２８．０８８１

图２　３种方法预测结果与实测沉降观测值比较

Fig．２　Comparativeresultsbetweenoriginaldataand
forecastresultofobservationofthreevalue
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　　由表５及图２可知,在第３１期至３６期数据

中,由SVD方法所求参数的预测效果最差,本文

算法整体上预测效果最优,在第３４期预报中３种

方法预测效果均差,可能是观测噪声较大所致.
向后预报期数越小,本文算法所求系数的预报结

果与普通最小二乘方法相比,更接近与实际观测

值,而在较远期预报中,二者效果相当.总体而

言,在本文算法、普通最小二乘(LS)以及 SVD
３种方法中,本文算法的外符合精度最优.

３　结　语

在 AR模型中,观测向量与设计矩阵的误差

同源,观测值规律地重复出现在设计矩阵中,且设

计矩阵中自身元素亦重复出现.传统最小二乘方

法难以解决系数矩阵及观测值向量皆带误差的数

据处理问题.本文提出了一种考虑设计矩阵误差

的 AR模型整体最小二乘新解法,引入仅在设计

矩阵中出现且含误差的元素作为虚拟观测值,使
观测向量与设计矩阵中带误差的元素个数相同.
然后巧妙地对观测方程进行等价变换,实现了最

小二乘框架下求解整体最小二乘问题,有效地克

服了传统SVD方法的理论缺陷且能应用协方差

传播定律给出未知参数的精度评定公式.最后通

过对模拟数据及实测数据的验证,发现本文方法

具有比SVD方法及经典最小二乘方法更高的精

度及更优的外符合精度.
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