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averageradiusofcurvatureandtheequidistantsphereradiusisthebiggest,andthedifferencebetween
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摘　要:对测量和地球科学计算中５种常用地球半径进行了全面系统的比较,借助计算机代数系统推导

出常用地球半径之间的差异最值点及其对应的最值和它们之间相等点大地纬度的符号表达式,并将其

表示为偏心率e的幂级数形式,最后以 CGCS２０００椭球为例,将各个常用地球半径的差异明确到数值

上.结果表明,常用地球半径之间差异在纬度为９０°时存在最大值,在纬度为０°时存在最小值,平均曲

率半径与等距离球半径间差异最大,平均曲率半径与平均球半径间差异最小.这些结果可为地球科学、
空间科学、导航定位相关研究提供理论依据.
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　　地球半径是测量和地球科学计算中最常用的

基本参数,根据地球科学、空间科学、导航定位的

要求和某些需求,常用到平均曲率半径、平均球半

径、等距离球半径、等面积球半径和等体积球半径

这５种地球半径[１Ｇ４].随着空间技术和计算机技

术在大地测量及地图学中的应用和发展,研究常

用地球半径间的关系及它们之间的差异问题具有

更加重要的实用价值.对于这一问题,国内外许多

学者进行了研究,取得了显著成果.文献[５—６]提

出使用不同的球体半径表示球体特性,将不同球

体半径代入克拉索夫斯基椭圆参数求得数值解,
再代入球体面积公式,求得不同半径下大圆航线

长度和角度变形大小,发现使用等角球半径计算

大圆航线可以满足航海使用精度要求.文献[７]
将子午圈曲率半径和卯酉圈曲率半径展为大地纬

度的幂级数,并且借助辅助函数V 导出了不同形

式的平均曲率半径展开式.文献[８]中利用等距离

球半径和等面积球半径,推导出常用纬度函数应用
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于求解地图投影变换,提出了变系数线性插值方

法,解决了测量和地图学中所要求的计算精度问

题.文献[９]利用球体半径和计算机代数系统对大

地测量学和地理信息系统中的问题进行了研究.
从目前来看,前人对这一领域作了很多卓有

成效的工作,但主要是针对其中一种或几种地球

半径进行计算和应用,多是对等角纬度、等面积纬

度及等距离纬度的计算与分析[１０Ｇ１５],很少有文献

将这几种常用的地球半径间的差异在符号和数值

上进行系统的比较.计算机代数系统可以将基本

的数学公式展开成幂级数形式,推导出的公式相

对于人工计算具有更高的精确度[１６Ｇ１９].为丰富

对这一问题的研究,使人们对这几种常用地球半

径形成较直观的认识,本文着重研究了常用地球

半径间的差异问题,推导出了常用地球半径间差

异符号表达式,最后以CGCS２０００参考椭球[２０]为

例,对常用地球半径间的差异进行了数值分析和

比对,发现平均球半径和等体积球半径在等面积

地图投影中可以对等面积球半径进行替换.

１　常用地球半径定义

平均曲率半径Ra 常用于制作地球表面上局

部地区地图[２１],也可以取制图区域中心点,记椭

球偏心率为e,则它关于大地纬度B 的表达式

N＝
a

(１－e２sin２B)１
２

M＝
a(１－e２)

(１－e２sin２B)３
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Ra＝ MN ＝
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２
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式中,N 为卯酉圈曲率半径;M 为子午圈曲

率半径,将其展开成偏心率e的幂级数形式

　Ra＝a(a１＋a２cos(２B)＋a３cos２(２B)＋
a４cos３(２B)＋a５cos４(２B)) (２)

式(２)中的系数计算如下
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就地球总体而言,平均球半径(取地球椭球三轴

半轴长的算术平均值,用于简单决定球半径)[２２]、等
面积球半径(保持球体表面积等于地球椭球面相应

全面积而决定的球半径,主要用于等面积投影)[２３]、
等距离球半径(使球面经线总长等于地球椭球面经

线总长而决定的球半径,主要用于等距离投影中)[２４]

和等体积球半径(使地球球体的体积等于地球椭球体

的体积来决定的球半径)的表达式与大地纬度B 无

关,只取决于地球椭球模型的参数a、e,其表达式为

Re＝
a(２＋ (１－e２))
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式中,Re 表示平均球半径;RF 表示等面积球

半径;RS 表示等距离球半径;RV 表示等体积半径.

２　常用地球半径间的差异符号表达式

由于５种常用地球半径具有一定差异,在实

际应用中会用到它们的差值表达式.为了解常用

地球半径间的差异情况,特别是差异最值点及其

对应差异最值,可基于它们之间的差值表达式推

导出其差异符号表达式.
２．１　平均曲率半径与４种常用球体半径间的差

异符号表达式

　　通过对平均曲率半径与４种常用球体半径的

表达式进行分析,即可推算出其差异符号表达式.
以平均球半径为例

Ra－Re＝
a (１－e２)

１－e２１－cos(２B)
２

－
a(２＋ (１－e２))

３
(５)

将式(５)展开成幂级数的形式

　Ra－Re＝a(a１＋a２cos(２B)＋a３cos２(２B)＋
a４cos３(２B)＋a５cos４(２B)) (６)

式(６)中系数计算公式为
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从上式中可以看出,在确定地球椭球体参考

模型之后可以确定常数值e,此时两者差值只与

大地纬度B 有关,由于大地纬度B 的取值范围为

０,π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,因此cos(２B)的取值范围为 －１,１( ) ,即

当B 取
π
２

时,两者差值存在最大值,为方便平均

曲率半径与不同地球半径差异值的比较,将差异

最大值进一步展开成偏心率e的幂级数形式

Ra－Re＝a ２
３e
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５
１２e
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当B 取０时,存在最小值,将其最小值进一

步展开成偏心率e的幂级数形式

Ra－Re＝a １
３e

２＋
１
１２e

４＋
１
２４e
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类似的,将平均曲率半径与等面积地球半径、
等距离地球半径和等体积地球半径分别进行作

差,分析结果同平均曲率半径与平均球半径差值

分析结果:当B 取
π
２

时,两者差值存在最大值,最

大值符号表达式结果列于表１;当B 取０时,两者

差值存在最小值,差异最小值符号表达式结果列

于表２.

表１　平均曲率半径与４种常用球体半径间差异最大值

纬度符号表达式

Tab．１　Thesymbolicexpressionsofdifferentmaxvalue

betweenaverageradiusofcurvature and four

commonsphereradii

ΔR/a
差异最

大值点
差异最大值符号表达式

(Ra－Re)/a π
２

２
３e２＋

５
１２e

４＋
１
３e６＋

５５
１９２e

８

(Ra－RF)/a π
２

２
３e２＋

１９
４５e

４＋
２５３
７５６e

６＋
３２４５３
１１３４００e

８

(Ra－RV)/a π
２

２
３e２＋

４
９e４＋

１１５
３２４e

６＋
２９５
９７２e

８

(Ra－RS)/a π
２

３
４e２＋

２７
６４e

４＋
８５
２５６e

６＋
４６５５
１６３８４e

８

　　当平均曲率半径与平均球半径相等时,有如

下公式

Ra－Re＝
a (１－e２)

１－e２１－cos(２B)
２

－
a(２＋ (１－e２))

３ ＝０

(１０)
对式(１０)进行整理,略去推导过程,可得

Be
０＝

１
２arccos

(４＋e２)１－e２ －４＋２e２

e２(２＋ １－e２ )

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

(１１)
式(１１)中,Be

０ 为平均曲率半径与平均球半径

相等时的大地纬度,将其展开为偏心率e的幂级

数形式

　　Be
０＝

１
２arccos

１
３＋

５２
２４e２＋

２４７２
２３０４e４＋

２３１１９２
３３１７７６e６＋

１０７６２４３２
２１２３３６６４e８ (１２)

故采用与平均球半径类似的方法,推导出它

们与平均曲率半径相等时大地纬度B 的符号表

达式,最后结果列于表３.

表２　平均曲率半径与４种常用球体半径间差异最小值

纬度符号表达式

Tab．２　Thesymbolicexpressionsofdifferentminvalue
betweenaverageradiusofcurvature andfour
commonsphereradii

ΔR/a 差异最小值点 差异最小值符号表达式

(Ra－Re)/a ０ －
１
３e２－

１
１２e

４－
１
２４e

６－
５

１９２e
８

(Ra－RF)/a ０ －
１
３e２－

７
９０e

４－
６１

１５１２e
６－

５９６９
２２６８００e

８

(Ra－RV)/a ０ －
１
３e２－

１
１８e

４－
１３
６４８e

６－
３５

３８８８e
８

(Ra－RS)/a ０ －
１
４e２－

５
６４e

４－
１１
２５６e

６－
４６５

１６３８４e
８

表３　平均曲率半径与４类地球半径相等时的大地纬度

B 符号表达式

Tab．３　Theequalgeodeticlatitudesymbolicexpressions
betweenaverageradiusofcurvatureandfour
commonsphereradii

ΔR 大地纬度B

Ra－Re

１
２arccos

１
３ ＋

５ ２
２４e２＋

２４７ ２
２３０４e４＋

２３１１９ ２
３３１７７６e６＋

１０７６２４３ ２
２１２３３６６４e８

Ra－RF

１
２arccos

１
３ ＋

２
１０e

２＋
６７７ ２
１２６００e

４＋
１３５１３ ２
３７８０００e６＋

９１９０３３６９ ２
３４９２７２００００e

８

Ra－RV

１
２arccos

１
３ ＋

２
１２e

２＋
３７ ２
８６４e４＋

９７ ２
３４５６e

６＋

３０７３１ ２
１４９２９９２e

８

Ra－RS
π
６ ＋

３ ２
３２e２＋

１５７ ２
３０７２e４＋

４１３ ２
１２２８８e

６＋
１３６３３３ ２
４７１８５９２e８

０４２
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２．２　４种常用球体半径间的差异符号表达式

为系统地比较各常用球体半径之间的差异,
除对平均曲率半径与４种常用球体半径间的差异

进行分析以外,需要对其余４种常用球体半径间

的差异进行分析.以下分别对平均球半径、等面

积球半径、等距离球半径和等体积球半径间的差

异进行分析.就地球总体而言,它们的表达式与

大地纬度B 无关,只取决于地球椭球模型参数

a、e,与推导平均曲率半径和４种常用球体半径

间差异值符号表达式类似,通过作差之后级数展

开的形式进行分析(以平均球半径和等体积球半

径间差异值符号表达式为例),其差异可以表示为

Re－RV＝
a(２＋ １－e２ )

３ －a(１－e２)１
６ (１３)

将式(１３)展开成幂级数的形式

Re－RV＝a １
３６e

４＋
７

３２４e
６＋

２５６
１５５５２e

８æ

è
ç

ö

ø
÷ (１４)

相对于平均曲率半径与其余４种常用球体半

径间差异,它们相互之间的差异就显得相对简单.
类似的,可以推导出平均球半径与等面积球半径、
平均球半径与等距离球半径、等距离球半径与等

面积球半径、等距离球半径与等体积球半径和等

面积球半径与等体积球半径间的差异符号表达

式,最后结果列于表４.

表４　４种常用球体半径之间的差异符号表达式

Tab．４　Thesymbolicexpressionsofdifferentextrema
betweenfourcommonsphereradii

ΔR/a 差值符号表达式

(Re－RV)/a １
３６e

４＋
７

３２４e
６＋

２５６
１５５５２e

８

(RF－RV)/a １
４５e

４＋
２３

１１３４e
６＋

５８９１
３４０２００e

８

(Re－RF)/a １
１８０e

４＋
１

７５６e
６－

２５１
９０７２００e

８

(RF－RS)/a １
１２e

２－
１

２８８０e
４－

１２７
４８３８４e

６－
４７９１１９

２３２２４３２００e
８

(Re－RS)/a １
１２e

２＋
１

１９２e
４ １
７６８e

６－
１１５

４９１５２e
８

(RS－RV)/a －
１
１２e

２＋
１３
５７６e

４＋
４７５

２０７３６e
６＋

７７１５５
３９８１３１２e

８

　　由表４可以看出,４种常用球体半径间的差异

只与e有关,它们之间差异值随着e的增大而增

大,且等距离球半径和等体积球半径之间的差异最

小,平均球半径和等距离球半径之间的差异最大.

３　算例分析

为使人们对各地球半径间的差异在数值上有

一个直观的认识,下面以 CGCS２０００参考椭球

(a＝６３７８１３７,e＝０．０８１８１９１９１０４２８)为例,对

５种常用地球半径间的差异进行数值比较与分析.

３．１　平均曲率半径与４种常用球体半径间的差异

比较

　　为了解平均曲率半径与平均球半径、等面积

球半径、等距离球半径和等体积球半径间的差异,
可以绘制大地纬度B∈[０°,９０°],平均曲率半径

与各常用球体半径的差异曲线图,如图１所示;
表５为大地纬度B∈[０°,９０°],每隔１５°对应的平

均曲率半径与各常用球体半径间的差异.

图１　平均曲率半径与各常用地球半径的差异曲线图

Fig．１　Chartofdifferencesbetweenaverageradiusof
curvatureandfourcommonsphereradii

如图１、表５所示,平均曲率半径与其余４种

常用球体半径之间差异值随着大地纬度B∈[０°,

９０°]增大而增大,平均曲率半径与平均球半径、等
面积球半径和等体积球半径差异值在所选取的

７个点上差异很小,在图１上表现为３条曲线几

乎重合成一条曲线.为了便于观察３条曲线之间

的差异,取大地纬度B∈[０°,１°]范围内,画出３条

曲线,如图２所示.

表５　平均曲率半径与各常用球体半径间的差异

Tab．５　Thedifferencesbetweenaverageradiusofcurvatureandfourcommonsphereradius m

B ０° １５° ３０° ４５° ６０° ７５° ９０°

Ra－Re －１４２５６．５ －１１４０４．６ －３５９９．９ ７０９２．３ １７８２０．５ ２５６９７．０ ２８５８４．９
Ra－RF －１４２５４．９ －１１４０３．０ －３５９８．４ ７０９３．９ １７８２２．１ ２５６９８．６ ２８５８６．４
Ra－RS －１０６９６．８ －７８４４．９ －４０３６．８ １０６５１．９ ２１３８０．１ ２９２５６．６ ３２１４４．５
Ra－RV －１４２４８．５ －１１３９６．６ －３５９２．０ ７１００．２ １７８２８．５ ２５７０５．０ ２８５９２．８

１４２
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图２　B∈[０°,１°]内平均曲率半径与各常用地球半

径的差异曲线图

Fig．２　Chartofdifferencesbetweenaverageradius
ofcurvatureandfourcommonsphereradii

　　由图２可以看出,在１°的变化范围内,平均曲

率半径与平均球半径、等面积球半径和等体积球

半径间差异的变化图,３条曲线的差异值在１０m
以内,可以看出平均球半径、等面积球半径和等体

积球半径间相差较小,因此,在实际应用中可以根

据需要选择合适的半径以避免公式计算和推导过

程中的复杂性.
根据已推导出的平均曲率半径与其余４种常

用球体半径间的差异符号表达式,可以计算出在

大地纬度B∈[０°,９０°]范围内存在一个点使得两

个半径相等,即差异值为０.
由图１和表６可以看出,差异曲线与坐标轴的

交点即平均曲率半径与平均球半径、等面积球半径、
等距离球半径和等体积球半径相等的点,具体数值

总结于表６.其中,等距离球半径和平均曲率半径相

等点的大地纬度在３０°３′４５．０４″,与其余３个相等点大

地纬度相差５°左右,与图１反映的差异曲线相符.
由于平均曲率半径是随着大地纬度B 逐点

变化的,是微观上的,而４种常用球体半径是宏观

意义上地球球体的平均值,它们之间定义不同,差
异逐点地变化,运用的场合也不同,因此宏观无法

代替微观上地平均曲率半径,但在一定程度上,平
均曲率半径与４种常用球体半径在某一个特殊点

上相等,此时它们之间可以互相替代.

表６　平均曲率半径与４种常用球体半径间差异为０时

的点大地纬度B
Tab．６　Thepointvalueofthedifferencesiszero

大地

纬度
Ra＝Re Ra＝RF Ra＝RS Ra＝RV

B ３５°１９′３１．７７″ ３５°１９′７．７９″ ３０°３′４５．０４″ ３５°１９′３５．１１″

３．２　４种常用球体半径间的差异比较

为全面分析常用地球半径间的差异问题,现
以 CGCS２０００ 参 考 椭 球 (a ＝６３７８１３７,e＝
０．０８１８１９１９１０)为例,对４种常用球体半径间的

差异进行数值比较与分析,最后结果列于表７中.

表７　４种常用球体半径之间的差异值

Tab．７　Thevalueofdifferentbetweenfourcommonsphereradius m

Re－RV Re－RS Re－RF RF－RS RF－RV RS－RV

ΔR ７．９８ ３５５９．６３ １．５９ ３５５８．０４ ６．３９ －３５５１．６４

　　由表７可以看出,平均球半径和等面积球半

径之间的差异值的绝对值最小,平均球半径和等

距离球半径之间的差异值绝对值最大.由于４种

球体半径是不同意义上定义的球体半径平均值,
因此,它们之间差异很大.等距离球半径与其余

３种地球半径差异较大,因此在进行等距离投影

时不宜使用其余地球半径进行替换;反观平均球

半径和等体积球半径与等面积球半径之间,在
CGCS２０００参考系下数值相差精度在８m 以内,
将平均球半径、等面积球半径和等体积球半径分

别代入等面积投影长度比公式中,可以看出,椭球

面在球面上的等面积投影的长度变形在赤道处最

大,其 值 分 别 为 ±０．１１１７％、±０．１１１８％ 和

±０．１１１９％,由此可见,这３种地球半径对等面积

投影的影响很小.由于等面积球半径公式较复

杂,对于复杂公式计算推导存在一定的困难,因
此,在实际应用过程中可以用平均球半径和等体

积球半径来替代等面积球半径.

４　结　论

本文对５种常用地球半径间的差异进行了研

究,推导出了常用地球半径间的差异符号表达式,
并以CGCS２０００椭球为例对它们进行了数值分

析和比对,得出如下结论.
(１)平均曲率半径与４种常用球体半径差异

值随大地纬度的增大而增大,差异绝对值随大地

纬度的增大先减小后增大,在某一个特定点处差

异值为０.其中,当B 取
π
２

时,存在差异最大值,

平均曲率半径与等距离球半径间差异最大,差异

２４２
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最大符号表达式的首项为
３a
４e２;B 取０时,存在

差异最小值,平均曲率半径与平均球半径间差异

值最小,最小值符号表达式的首项为－
a
３e

２.

(２)平均曲率半径是微观上的平均值,是随

着大地纬度B 逐点变化的;４种常用球体半径是

宏观意义上的地球球体上的平均值,与大地纬度

B 无关.平均曲率半径与４种常用球体半径除在

特殊点等价外,其余点无法进行相互代替应用.
(３)４种常用球体半径间,平均球半径和等

面积半径间的差异绝对值最小,绝对值最小符号

表达式的首项为
a
１８０e

４;平均球半径和等距离半径

之间的差异绝对值最大,绝对值最大值符号表达

式的首项为
a
１２e

２.等距离球半径与其余３种地球

半径差异较大,不能相互替代;平均球半径和等体

积球半径与等面积球半径之间差异较小,在实际

应用过程中可以用平均球半径和等体积球半径来

替代等面积球半径.
(４)将常用地球半径间差异值表示为符号形

式,并统一展开为偏心率e的幂级数形式,该表达

式易于比较分析,一定程度上丰富了测量及地图

学数学分析理论.
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