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摘　要:测量数据在获取的过程中,常存在不确定性,它们会影响参数估计结果,不确定性平差模型的解

算方法可以有效提高参数估计的有效性和可靠性.当观测方程的系数矩阵存在接近零的奇异值,采用

岭估计可有效抑制观测方程病态性对参数估值结果的影响.当不确定性平差模型出现病态,其受系数

矩阵误差和观测值误差的影响更为严重,本文将岭估计法应用于病态不确定性平差模型,推导了迭代算

法,以提高解的稳定性,并用算例验证,结果表明了新方法的有效性和可行性.
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　　测绘数据常存在复杂的不确定性,不确定性 是不精确性、模糊性、不明确性等概念的总称.不
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确定性与误差意义接近,但它涵盖的内容更广,如
属性不确定性、模糊不确定性等[１].不确定度是

不确定性的度量,是不确定性的一种指标[２].不

确定度与测量界的精度度量方式几乎完全一致,
不确定度可以用方差、均方差、误差区间、误差椭

圆、误差椭球表示[１].测量数据的不确定性不再

是一个具体的数值,有时仅知道它们各自在一定

的区间内变动,有时仅是一个模糊数,沿用随机误

差的分布限定会给测量平差数据处理带来困

难[３].在测绘数据处理领域,应用不确定度理论,
研究不确定度评定方法,研究有效降低不确定性

的影响等成为研究热点[４Ｇ７].文献[８]在不确定度

理论下构建海底数字高程模型;文献[９]从几何的

角度分析了最大不确定度对数据的影响,并提出

不确定性平差模型解算方法;文献[１０—１１]应用

广义拉格朗日法构造目标函数,更为具体地分析

了不确定度的各种情况,并推导了相应的求解公

式.在传统最小二乘方法中,由于系数矩阵的病

态性进而会导致因观测量微小波动而造成解算结

果产生巨大波动,参数估值已严重失真,不是最优

解[１２],很多学者对此展开了研究,诸如提出了

Tikhonov正则化法[１３Ｇ１４]、岭估计法[１５Ｇ１６]等解决病

态问题的方法.对于病态情形下的 EIV 模型应

用总体最小二乘进行解算,解算受系数矩阵误差

和观测值误差的影响将更加严重[１７],学者也提出

了病态总体最小二乘的正则化法[１８Ｇ２０]、病态加权

总体最小二乘的岭估计解法[２１],得到参数估值更

加稳定.
当不确定性平差模型出现病态,如何解决病

态问题的相关研究较少.考虑到不确定性平差模

型中系数矩阵可能出现接近于０的奇异值,如何

处理此模型的病态问题是本文研究重点.基于对

病态GＧM 模型、EIV模型下的岭估计法和不确定

性平差模型的平差准则分析,以及文献[１０]对不

确定性平差模型迭代解算算法,本文建立了相应

的病态不确定性平差模型及平差准则,该准则加

入了稳定泛函,对法矩阵的奇异值进行修正,将模

型由严重病态变成病态性较弱或无病态,使得法

矩阵求逆变得稳定,并推导了病态不确定性平差

岭估计法的迭代解算公式,通过算例对算法进行

验证及讨论.

１　不确定性平差模型及平差准则

不确定平差模型为

L＋ΔL＝(A＋ΔA)X＋e
eA ２≤φ
ΔL ２≤β

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(１)

式中,ΔA 和ΔL 分别为系数矩阵A 和观测向量L
的不确定性误差;φ 和β分别是A 和L 的不确定

度;e是L 的随机误差;eA ＝vec(ΔA);  是向

量２Ｇ范数.
文献[１０]总结出不确定性平差模型的不同情

形并对其加以讨论,从而建立的不确定性最小二

乘(uncertaintyleastsquares,ULS)平差准则

min＝f(̂e,Δ̂L,̂eA)＝ ê ２
２＋ Δ̂L ２

２＋ êA
２
２＋

μ(̂eA
２
２－φ２)＋u(Δ̂L ２

２－β２) (２)
构造广义拉格朗日目标函数

F(̂e,Δ̂L,̂eA,λ)＝ ê ２
２＋ Δ̂L ２

２＋ êA
２
２＋

２λT[L＋Δ̂L－̂e－(A＋Δ̂A)̂X]＋

μ(̂eA
２
２－φ２)＋u(Δ̂L ２

２－β２) (３)
式中,λ、μ、u 是拉格朗日乘子,ΔA、ΔL 的不确定

度用代数式表示,整理得到法方程

ATL－ATÂX＝ATλ １
１＋μ

X̂T̂X＋
１

１＋u＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ (４)

令η̂(i)＝
(L－ÂX(i))T(L－ÂX(i))

(１＋μ
(i)) １

１＋μ
(i)̂X(i)T̂X(i)＋

１
１＋u(i)＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

,

将式(４)变为迭代计算形式

X̂(i＋１)＝(ATA)－１(ATL＋̂X(i)̂η(i)) (５)
用迭代的方法求解参数,可以采用最小二乘

估计作为迭代初值,当 X̂(i＋１)－̂X(i) ＜ε(ε为设

定阈值)迭代终止.在迭代计算中,μ、u 的各种情

况的取值公式和具体计算步骤有兴趣的读者可查

阅文献[１０].
当不确定性平差模型病态时,法方程系数

矩阵ATA 求逆会变得极不稳定,在以均方误差

作为估值参考依据,当法矩阵存在特征值接近

于零时,方差将会非常大,导致求解出的参数估

值不可靠.

２　病态不确定性平差模型的岭估计

根据不确定性平差模型,当系数矩阵A 接近

０的奇异值,模型的计算公式(５)中,法矩阵求逆

将极不稳定,导致求解参数估值可靠性降低.为

了降低病态对不确定性平差模型平差结果的影

响,在 ULS平差准则式(２)中加入稳定泛函,即

f(̂e,Δ̂L,̂eA)＝ ê ２
２＋ Δ̂L ２

２＋ êA
２
２＋α̂XT̂X＝

min (６)

４０４
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式中,α 是 岭 参 数.构 建 广 义 拉 格 朗 日 目 标

函数

F(̂e,Δ̂L,̂eA,λ)＝ ê ２
２ ＋ Δ̂L ２

２ ＋ êA
２
２ ＋

α̂XT̂X＋２λT[L＋Δ̂L－̂e－(A＋Δ̂A)̂X]＋

μ(̂eA
２
２－φ２)＋u(Δ̂L ２

２－β２) (７)
求一阶偏导得

∂F
∂̂e

＝２̂eT－２λT＝０ (８a)

∂F
∂Δ̂L

＝２Δ̂LT＋２λT＋２uΔ̂LT＝０ (８b)

∂F
∂̂eA

＝２̂eT
A－２λT(̂XTIn)＋２μ̂eT

A＝０ (８c)

∂F
∂̂X

＝２α̂XT－２λT(A＋Δ̂A)＝０ (８d)

μ êA
２
２－φ２( ) ＝０ (８e)

u Δ̂L ２
２－β２( ) ＝０ (８f)

由式(８)可得ê＝λ、Δ̂L＝－
λ

１＋u
、Δ̂A＝

λ̂XT

１＋μ
,

并将其代入不确定性平差模型式(１),整理得

L－ÂX＝－Δ̂L＋Δ̂ÂX＋̂e＝λ １
１＋μ

X̂T̂X＋
１

１＋u＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

(９)
根据式(９)可以求得

ê＝λ＝(L－ÂX) １
１＋μ

X̂T̂X＋
１

１＋u＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

(１０)
法方程式

ATL－ATÂX＝ATλ １
１＋μ

X̂T̂X＋
１

１＋u＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１１)
从式(８d)可知

α̂X－Δ̂ATλ＝α̂X－
X̂λTλ
１＋μ

＝ATλ (１２)

将式(１２)代入式(１１)得

ATL－ATÂX＝ α̂X－
X̂λTλ
１＋μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ １

１＋μ
X̂T̂X＋

１
１＋u＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１３)
再把式(１０)代入式(１３)得

ATL－ATÂX＝α̂X １
１＋μ

X̂T̂X＋
１

１＋u＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

X̂(L－ÂX)T(L－ÂX)

(１＋μ) １
１＋μ

X̂T̂X＋
１

１＋u＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１４)

在文献[１０]中,当φ 趋近于正无穷,且β等于

零时,式(５)变成总体最小二乘解算方法.同理,当

φ趋近于正无穷,且β等于零,根据式(８e)得出μ＝

０,根据文献[１０]中u＝
L－ÂX(i)

２－β
β(１＋̂X(i)T̂X(i))

－１得出u

趋近于正无穷,从而
１

１＋μ
＝１,１

１＋u＝０,式(１４)则

变成

ATL－ATÂX＝α(̂XT̂X＋１)X－
X̂(L－ÂX)T(L－ÂX)

(̂XT̂X＋１)
(１５)

可以看出式(１５)为病态总体最小二乘岭估计

解算方法,与文献[１７]相一致,因此,病态总体最

小二乘岭估计是本文病态不确定性平差模型岭估

计的特例.
计算前需先确定岭参数α,α 常采用 LＧ曲线

法确定.根据文献[１８]中的介绍,在求总体最小

二乘正则化参数时,给定一范围内和步长选择参

数并 求 得 结 果,再 作 出
ÂX－L ２

２

１＋̂XT̂X
(横 轴)和

X̂TR̂X(纵轴,R 是正则化矩阵)的 LＧ曲线图.从

文献[２２]分析可知,在拐点处的点的曲率明显高

于其他部位,所以选择曲率最大的点对应的参数

作为正则化参数,最后再求解.同理,在求不确定

性最小二乘岭估计解也采用LＧ曲线法,这里的残

差范数就变成
ÂX－L ２

２

１
１＋μ

X̂T̂X＋
１

１＋u＋１
和X̂T̂X,同样

选择拐点处的点作为岭参数,将此时岭参数对应

的参数估值作为病态不确定性平差模型岭估

计解.

３　病态不确定性平差模型岭估计解算步骤

解算步骤如下:
(１)在计算时先给出系数矩阵A、观测向量

L、不确定度φ、β.
(２)设定迭代初值X̂(０),在迭代初值选择上,

采用最小二乘估值或其他估值作为X̂(０).
(３)在一范围[a,b]内按一定步长 Δd 选

择α.
(４)确定u、μ,确定公式参考文献[１０]的方

法,计算公式为

u＝
L－ÂX(i)

２

β
－φ L－ÂX(i)

２̂X(k)T
X̂(i)

β (L－ÂX(i))̂X(i)T
２

－２

(１６a)

５０４



April２０１９Vol．４８No．４AGCS http:∥xb．sinomaps．com

μ＝
(L－ÂX(i))̂X(i)T

２

φ
－

β (L－ÂX(i))̂X(i)T
２

φ L－ÂX(i)
２

－̂X(i)T
X̂(i)－１ (１６b)

通过式(１６)求出u、μ,要保证迭代值u(i)、

μ
(i)为非负数,u(i)、μ

(i)求解参考文献[１０]中的解

算步骤部分:
(a)当u、μ 均大于０时

u(i)＝u、　μ
(i)＝μ;

(b)当u、μ 均小于等于０时

u(i)、　μ
(i)均为０;

(c)当u＞０、μ≤０时

μ
(i)＝０、u(i)＝max

‖L－ÂX(i)‖２－β
β(１＋ÂX(i)T̂X(i))

－１,０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

(d)当u≤０、μ＞０时

u(i)＝０、　μ
(i)＝max

‖(L－ÂX(i))X(i)Τ‖２－φ̂X
(i)Τ X̂(i)

２φ
－１,０

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

　　(５)根据式(１４)进行迭代计算

令ν̂(i)＝
(L－ÂX(i))T(L－ÂX(i))

(１＋μ
(i)) １

１＋μ
(i)̂X(i)T

X̂(i)＋
１

１＋u(i)＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

则

X̂(i＋１)＝ ATA＋α １
１＋μ

(i)̂X(i)T
X̂(i)＋

æ

è
ç

é

ë
êê

１
１＋u(i)＋１

ö

ø
÷In

ù

û
úú

－１

(ATL＋̂X(i)̂v(i))(１７)

当 X̂(i＋１)－̂X(i) ＜ε(ε 为阈值)时,计算终

止.重复步骤(３)、(４)、(５)直至α 在[a,b]内选

择结束.

(６)绘 制
ÂX(i＋１)－L ２

２

１
１＋μ

(i)̂X(i＋１)T
X̂(i＋１)＋

１
１＋u(i)＋１

和X̂(i＋１)T
X̂(i＋１)的 LＧ曲线图,确定拐点,得到此

时的岭参数,并将此时的参数估值作为病态不确

定性岭估计解.

４　算例及分析

４．１　算例１
采用文献[１７]中的模拟病态问题算例,法矩

阵条件数为２．０８３８×１０４,严重病态.未知参数

有５个,X＝[x１ x２ x３ x４ x５]T,真值为 X＝
[１１１１１]T.为验证病态不确定最小二乘岭

估计法,分别用 LS、TLS、ULS、岭估计 LS(RＧ
LS)、岭估计TLS(RＧTLS)和岭估计 ULS(RＧULS)
进行解算.由于该数据的不确定度未知,计算时

φ、β从不同区间((０,５]、(０,２．５]、(０,１]、(０,０．５]、
(０,０．１])随机取值,分别重复计算１０００次,比较不

同不确定度对结果的影响,结果如表１所示.

表１　不同方法参数估计结果

Tab．１　Resultsofdifferentestimations

方案 真值 LS TLS
ULS
最优

RＧLS RＧTLS
RＧULS
最优

X̂

１ １．３９４４ ３．３０５１ ２．８０８８ １．２１５７ １．２１０２ １．２０３２
１ ０．１２２３ －２．８０４８ －２．０４３２ ０．３７２８ ０．３７７６ ０．３８２８
１ ０．７７９１ ０．０５９６ ０．２４７１ ０．８２８０ ０．８２６１ ０．８２２５
１ ０．２６２８ －３．５８９４ －２．５８８３ ０．５９８３ ０．６０３４ ０．６０７９
１ １．４４１４ ２．９０３４ ２．５２３０ １．３１５７ １．３１３１ １．３１０３

Δ̂X ０ １．３０８８ ６．７３５０ ５．３１９４ ０．８５４７ ０．８４６８ ０．８３８９

　　应用 LＧ曲线法确定岭参数,岭参数变化如

图１所示.在确定岭参数α 后,φ、β 从上述５个

给定取值区间随机取值计算试验中发现,RＧULS
最低的差值范数 Δ̂X 为０．８３８９,且在(０,５]区间

内出现次数非常多.为确认 RＧULS的差值范数

是否存在最低值,本文在５个区间分别重复计算

１０００次,并将所得差值范数减去０．８３８９并作出

相应的散点图(横坐标为计算次数,纵坐标为区间

内随机不确定度时的差值范数减０．８３８９),纵坐

标为０时差值范数则为０．８３８９,结果如图２、图３
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和图４所示.

图１　各方法LＧ曲线图

Fig．１　TheLＧcurveofeachmethods

图２　不同区间结果

Fig．２　Differentintervalresults

图３　不同区间结果

Fig．３　Differentintervalresults

４．２　算例２
采用文献[２３]空间测边网算例.P１、P２、、

P１０为１０个已知点,其坐标具体数据略去.１０个

已知点到３个未知点P１１、P１２、P１３(假设模拟坐

标真值分别为(０,０,０)、(６８,－２６,９)和(１４,４１,

－１１))的距离,以及３个未知点间的距离假定已

通过测量得到.设各距离为等精度观测,中误差

为±０．０１m.根据３３个距离观测值确定３个未
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知点坐标.计算中３个未知点坐标近似值分别取

(０．０３m,－０．０２５m,０．０１m)、(６８．０３m,－２５．９７m,

８．９８m)和(１４．０４m,４０．９７m,－１１．０４m).该测

边网所建立观测方程的系数阵A 严重病态,法矩

阵条件数为８９５４３.为验证病态不确定最小二乘

岭估计法,分别用 LS、TLS、ULS、RＧLS、RＧTLS
和RＧULS进行解算,由于该数据的不确定度未知,
计算时φ、β也从不同区间((０,５]、(０,２．５]、(０,１]、(０,

０．５]、(０,０．１])随机取值重复计算１０００次,比较不同

不确定度对结果的影响,结果见表２. 图４　φ、β(０,０．１]结果

Fig．４　φ、β(０,０．１)results

表２　不同方法参数估计结果

Tab．２　Resultsofdifferentestimations

方案 真值 LS TLS ULS RＧLS RＧTLS
RＧULS
最优

X̂

０ ０．０５３０ ０．０５２４ ０．０４４４ ０．０４１２
０ －０．０８４６ －０．０６９８ －０．０２２８ －０．０１２６
０ －０．８０５３ －０．６８１９ －０．１６３７ －０．０５７５

６８ ６８．０４００ ６８．０４０６ ６８．０３９５ ６８．０３１３
－２６ －２６．０３０３ 不收敛 不收敛 －２５．９０５３ －２５．９１２９ －２５．９３０５

９ ８．５１１３ ８．９４７２ ８．９６１６ ８．９６４４
１４ １４．００７２ １４．００７８ １４．００６７ １４．００８４
４１ ４０．８０８０ ４０．９４５３ ４０．９６５４ ４０．９６８１

－１１ －１１．５８５７ －１１．１３１６ －１１．０２８４ －１１．０１２２

Δ̂X ０ １．１３１３ — — ０．７１１６ ０．２０４８ ０．１１６１

　　应用 LＧ曲线法确定岭参数,岭参数变化如

图５所示,确定岭参数后,φ、β随机取值计算中发

现RＧULS最低的差值范数为０．１１２２,但出现的

次数太少,而出现最多的差值范数是０．１１６１,所
以把差值范数为０．１１６１时的参数估值作为最优

估值.为验证不同不确定度时RＧULS的可行性,

本文在给定 ５ 个取值区间再次分别重复计算

１０００次,并将所得差值范数减去０．１１２２并作出

相应的散点图(横坐标为计算次数,纵坐标为差值

范数减０．１１２２),纵坐标为０时差值范数则为

０．１１２２,结果如图６、图７和图８所示.

图５　各方法LＧ曲线图

Fig．５　TheLＧcurveofeachmethod
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图６　不同区间结果

Fig．６　Differentintervalresults

图７　不同区间结果

Fig．７　Differentintervalresults

图８　φ、β(０,０．１]结果

Fig．８　Resultsofφ、β(０,０．１)

４．３　算例分析

病态情况是法矩阵出现几个接近于零的特征

值,从而法矩阵求逆将变得极不稳定,导致参数估

值与真值偏差较大.在两算例中,岭参数用 LＧ曲

线法确定.LＧ曲线图如图１、图５所示,岭参数则

为图中的拐点处曲率最大的点对应的值.两算例

LS估计差值范数均比 TLS、ULS估计低,说明

TLS和 ULS均比LS受病态情况影响更为严重,
对病态性更敏感.

岭估计削弱或消除法矩阵的病态性,使得法

矩阵求逆变得稳定,有效地抑制住病态带来的影

响.将岭估计运用于病态情况下的 LS估计和

TLS估计,算例１得到参数估值的差值范数分别

是０．８５４７、０．８４６８,算例２得到结果分别是０．７１１６、

０．２０４８,均优于相应的 LS、TLS、ULS方法得到

结果.病态不确定性平差模型应用岭估计法可以

有效地提高了参数估计解算结果的稳定性.两算

例中 RＧULS 最优的差值范数分别为 ０．８３８９、

０．１１６１,较 RＧLS、RＧTLS解算结果更优,说明岭

估计可用于病态不确定性平差模型解算.
由于不确定度φ、β是未知的,在试验过程中

不确定度是上述５个取值区间的随机数,分别重

复计算１０００次,发现RＧULS存在最优解.根据两

算例的散点图,在(０,５]区间中,算例１的０．８３８９
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出现次数最多且最低(纵坐标为参数差值范数减

０．８３８９);算例２的０．１１６１出现次数最多(纵坐标

为参数差值范数减０．１１２２),存在最低的０．１１２２,
但出现次数太少.在参数真值已知情况下,可根

据差值范数大小确定最优估值.随着区间进一步

缩小,最优值出现概率在降低,不同的不确定度得

出不同的结果,可从(０,１]、(０,０．５]、(０,０．１]３个

取值区间相应图形看出最优值出现概率在降低.
此外,从两算例的散点图发现不同不确定度参数

估值的差值范数是在一定区间内变化,算例１是

在区间范围[０．８３８９,０．９３８９],算例２是区间范围

[０．１１２２,０．１８２２].说明病态不确定性平差模型

岭估计解受不确定性有界的约束,在不确定度较

小时,不确定性约束更为明显.同时进一步说明

随着不确定度增大,病态不确定性平差模型岭估

计解对不确定度的敏感程度在降低.

５　结　论

本文分析了当不确定性平差模型出现病态

时,ULS受病态情形的影响,提出基于岭估计,同
时顾及系数矩阵和观测向量出现不确定性误差,
推导了病态不确定性平差模型的岭估计平差准

则,推导了迭代算法,以提高解的稳定性.通过算

例结果表明,RＧULS能够有效地抑制病态的影响

和降低差值范数,说明了提出的病态不确定性平

差模型岭估计法具有一定的有效性.同时从算例

得出,病态不确定性模型的岭估计解受不确定度

影响,影响程度随着不确定度增大而降低.
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