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Abstract:Celestialpositioningisanimportantmethodinpositioningandnavigation,whichiswidelyused
inthefieldsofgeodeticastrometryandcelestialnavigation．Theselectionofstarsinthismethodaffects
theaccuracyofpositioning．Atpresent,thereisalackofresearchontheoptimalselectionofstarsforthe
celestialpositioning algorithm which determinateslongitude andlatitudesimultaneously．Withthe
improvementoftheautomationlevelofobservationinstruments,theacquisitionofobservationdata
becomesmoreefficient．Therefore,itisnecessarytostudytheoptimalselectionofstarstoachievethe
highestaccuracyofpositioning．Basedontheconceptofgeometricdilutionofprecision(GDOP)insatellite
navigation,thispaperstudiestheinfluenceofthenumberanddistributionofstarsinzenithＧmethodonthe
accuracyofpositioning．Finally,theconclusionisverifiedbythesimulationexperimentandthemeasured
data．Whenthestatisticalcharacteristicofobservationerroronzenithdistanceisfixed,GDOPcanbeused
todescribetheeffectofstardistributionontheaccuracyofpositioning,andtheerrorofpositioningis
minimalwhentheazimuthofstarsisuniformlydistributed．Consideringthattheresidualerrorofatmospheric
refractioncorrectionofzenithdistanceofstarswithdifferentheightsisdifferent,thestarswithequalzenith
distanceandazimuthdistributedevenlyshouldbeusedasfaraspossibleinactualmeasurement．
Keywords:GDOP;astronomicalpositioning;MonteCarlosimulation;optimalstarsdistribution
Foundationsupport:TheNationalNaturalScienceFoundationofChina(Nos．４１６０４０１１;１１６７３０７６);The
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摘　要:天文定位是一种重要的导航定位方法,被广泛应用于大地天文测量、天文航海等领域.该方法

中观测恒星的选择会影响最终的定位精度,目前缺少针对同时测定经纬度天文定位算法中最优选星问

题的研究.随着观测仪器自动化水平的提高,观测数据的获取变得更加高效,这就要求研究最优的选星

方案以达到最高的定位精度.本文借鉴卫星导航中几何精度衰减因子 GDOP的概念,研究了天顶距法

中恒星的数量以及分布对定位精度的影响,最后通过仿真试验和实测数据验证得到结论:在天顶距观测

误差的统计特性一定时,GDOP能够用来描述恒星的分布对定位结果影响的优劣,且观测的恒星方位角

均匀分布时定位误差最小.考虑到不同高度的恒星天顶距大气折射改正残差不同,在实际测量中应尽

量采用等天顶距且方位角均匀分布的恒星.
关键词:几何精度衰减因子;天文定位;蒙特卡洛仿真;最优选星
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　　天文定位是以已知准确空间位置的天体为基

准,通过特定仪器观测天体得到高度角和方位角

信息,再根据后方交汇的原理解算确定测量点的

天文经纬度等位置信息的一种技术.它具有独立
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自主,不易受干扰的特性,因此被广泛应用在大地

天文测量、航海、航空和航天等领域[１Ｇ２].传统大

地天文测量中采用的恒星天顶距法、恒星中天法、
双星等高法和多星等高法[３Ｇ４]等测定经纬度的方

法,其基本原理都是根据天体的高度角或者天顶

距确定测量点的经纬度,称为高度角法或天顶距

法.在航海领域,利用六分仪和天文钟进行舰船

天文导航的高度差法[５]也属于天顶距法的范畴.
随着观测仪器以及计算机技术的进步,基于

天顶距法的天文测量技术有了较大的发展.在海

基方面,已实现了通过电子六分仪或大视场光学

敏感器自动观测恒星进行定位导航的技术[６Ｇ８];在
陆基方面,文献[９]提出利用 TDM５０００高精度全

站仪和天宝４０００DLＧGPS接收机组合进行天文

定位和定向;文献[１０]建立的基于电子经纬仪的

天文测量系统则引入了自动寻星的技术.此外,
随着图像处理技术的成熟,通过天文图像处理进

行天文定位已成为新的趋势[１１Ｇ１２],进一步提高了

天文观测数据的获取效率.天文观测数据处理的

基本原理是最小二乘法,针对日益增加的观测数

据,加权最小二乘[１３]和抗差估计[１４]的方法也被

用于抑制粗差的影响并限制利用误差偏大的观测

值.在这些方法中,算法基础都是天顶距法定位

模型.该模型中观测恒星的数量和分布与天文定

位精度之间存在密切的关系,即可以通过确定最

优的选星方案,用最少的观测量和计算量达到特

定的天文定位精度.
目前传统天顶距法的选星条件只是针对已知

纬度求解经度或者已知经度求解纬度的情况,无
法说明恒星的选择对同时解算天文经纬度的影

响.本文借鉴卫星导航中的几何精度衰减因子

(geometricdilutionofprecision,GDOP)[１５]的概

念,研究了天顶距法中恒星的数量及其分布对天

文定位精度的影响,分别通过仿真数据和实测数

据进行分析验证.结果表明,GDOP能够用来描

述恒星的分布对定位结果影响的优劣,选择等高

的方位角均匀分布的恒星进行解算能达到最优的

定位结果.

１　天顶距法定位模型

天顶距法即采用恒星的天顶距观测量进行天

文定位解算,将天球坐标系作为基准建立相应的

天顶距法定位模型.如图１所示,P 为北天极,Z
为测站天顶,σ为观测的天体,N 表示过北天极P

和天体σ的大圆弧与赤道的交点,M 表示过天顶

Z 和天体σ的大圆弧与地平圈的交点.

图１　天文定位三角

Fig．１　Astronomicaltriangleforpositioning
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式中,φ 表示测站的天文纬度;δ 表示恒星的赤

纬;z表示恒星的天顶距;t是时角,其与观测瞬间

格林尼治真恒星时S,恒星的赤经α 和测站的天

文经度λ有如下关系

t＝S－α＋λ (２)
天体的赤经α、赤纬δ可通过查询星表并进行

恒星视位置计算得到,天体的天顶距z则通过相应

的仪器观测得到,观测瞬间格林尼治真恒星时S 可

以由观测瞬间的UTC时刻T 化算得到.根据球面

三角的边余弦公式可得天顶距法的观测方程[１４]

cosz＝sinφsinδ＋cosφcosδcost (３)
在采用光学观测手段时,恒星的天顶距存在

大气折射误差[１６].由于大气成分的复杂以及高

动态性,大气折射误差无法完全改正,因此将改正

之后的残余误差Δz作为未知参数与测站的天文

经纬度一同解算.此时观测方程为

cosz－Δz( ) ＝sinφsinδ＋cosφcosδcost (４)
若对n 个恒星进行观测,假设测站的初值为

φ０,λ０( ) ,对观测方程式(４)进行线性化,得到误差方程

V＝ÂX－L (５)
式中,V 为n 维的残差向量;A 为n×３的系数阵;

X̂ 为３维的参数估计向量;L 为n 维的自由项.

０８８
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式中

∂zi

∂φ
＝
sinφ０cosδicosti－cosφ０sinδi

sinzi
(７)

∂zi

∂λ＝
cosφ０cosδisinti

sinzi
(８)

∂zi

∂Δz＝１ (９)

Li＝zi－arccossinφ０sinδi＋cosφ０cosδicosti( ) －Δz０

(１０)
采用经典的最小二乘法解算,可得估计参数

X̂＝ ATPA( ) －１ATPL (１１)
式中,P 为观测值的权阵,表示数据相对可信赖程

度的数值.假设在观测期间,测站对各个恒星的

天顶距观测量zi 互不相关且等权,则其权阵可认

为是单位阵.对式(１１)进行迭代解算即可得到测

站的天文经纬度以及大气折射误差改正残余.

２　GDOP最小值的推导及应用

通过协方差阵的运算可以得到误差传播的规

律[１７].误差方程的系数阵A 与恒星的具体分布

紧密相关,以下通过对A 阵进行变换讨论定位精

度与恒星的分布的关系.
通过球面三角公式[１０]对误差方程的系数阵

A 进行化简,最终误差方程式(５)可以表示为
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记VX̂ 为定位结果真值与最小二乘估计值的

误差,即定位误差可表示为

VX̂ ＝X－̂X＝X－(ATPA)－１ATP(AX－V)＝
(ATPA)－１ATPV (１３)

式中,V 表示天顶距的观测残差,假设在观测期

间,测站对各个天体的天顶距观测量zi 互不相

关,经过大气折射改正之后的误差是零均值且具

有相同的方差σ２
z.当各恒星独立等精度观测时,

权阵P 为单位阵,则定位误差的协方差阵为

E(V̂XVT
X̂)＝E[(ATPA)－１ATPVVTPA(ATPA)－１]＝

(ATA)－１ATE VVT[ ]A(ATA)－１＝(ATA)－１σ２
z (１４)

可见(ATA)－１是将测站测角误差转换到天文

位置误差的变 换 因 子 矩 阵.根 据 卫 星 导 航 中

GDOP的定义[１８Ｇ１９]

GDOP＝ tr(ATA)－１ (１５)
将本文中的 GDOP表示为天顶距法天文定

位中的精度因子,体现天顶距法天文解算时恒星

的几何分布对最终的定位误差的影响程度.则最

后的解算结果误差可以表示为

E(trVX̂VT̂
X( ) )＝ E V２

φ＋cosφ２V２
λ＋V２

Δz( ) ＝

σz tr(ATA)－１ ＝σz􀅰GDOP (１６)
由于参数cosφ仅与测站天文纬度有关,因此

当测站固定时可认为是常数,则经度定位误差V２
λ

最小等价于cos２̂φV２
λ 最小.由式(１６)可得,当天顶

距测量精度一定时,定位精度由GDOP决定.
下面求解 GDOP的最小值.法方程的系数

阵ATA 为
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∑
n
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(１７)
假设矩阵ATA 的３个特征值为λ１,λ２,λ３,则

根据矩阵的迹的定义可得[２０Ｇ２２]

　tr(ATA)＝λ１＋λ２＋λ３＝∑
n

１
cos２Ai＋

∑
n

１
sin２Ai＋n＝２n (１８)

此时 GDOP可以表示为

GDOP＝ tr(ATA)－１ ＝ trdiag
１
λ１
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(１９)

根据矩阵ATA 的特征,其第３行第３列的元

１８８
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素总是n,而其他两个对角线元素具有相似性,可
以通过矩阵论中的盖尔斯高林(Gerschgorin)圆
盘定理[２０,２３]说明前两个特征值的值域相同.下

面对ATA 做正交变换,有VTATAV＝Γ 且VTV＝
I,记ATA 为G,则矩阵G 和Γ 酉等价

trGTG( ) ＝trΓTΓ( ) (２０)
所以有

∑
n

i＝１
cos２(Ai)( )

２
＋ ∑

n

i＝１
sin２(Ai)( )

２
＋n２＋Z＝ ∑

３

i＝１
λ２

i

(２１)
式中

Z＝２ ∑
n
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２
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n
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２
＋[

∑
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２
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显然

∑
n
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２
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２
＋n２ ≤ ∑

３
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通过不等式化简(２３)可得

０＜λ３≤
n
３　或者　n≤λ３＜２n (２４)

此时 GDOP可以表示为
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１
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经计算,当λ１＝λ２＝n/２且λ３＝n 时,GDOP

取到最小值 ５/n,结合式(２２)可得当Z＝０,即恒

星的方位角在０°~３６０°上呈均匀分布时 GDOP
最小.至此已从理论上证明,在同等观测精度的

条件下选择方位角均匀分布的恒星进行解算能使

GDOP最小,即能得到最高的定位精度.

１/λ１ ~ １/λ３ 分别表示φ,cosφ􀅰λ,Δz 误

差与测量误差之间比值,即

σφ＝ １/λ１ 􀅰σz＝ ２/n􀅰σz

σλ＝
１/λ２ 􀅰σz

cosφ
＝

２/n􀅰σz

cosφ
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(２６)

当单颗恒星的天顶距观测误差为０．５″时,理
论上选取６颗方位角均匀分布的恒星进行解算纬

度的精度能达到一等天文测量的要求[２４](mφ ＝
０．３″),而经度的解算精度与具体的测站纬度有

关,纬度为６０°时选取２３颗方位角均匀分布的恒

星进行解算能使经度的精度达到一等天文测量的

要求(mλ＝０．０２s),且随着纬度的增大,需要更多

的观测恒星以满足特定的精度要求.
当恒星按照方位角均匀分布时的 GDOP达

到理论最小值,其只与恒星的个数有关,并随着恒

星个数的增加,GDOP的理论最小值不断减小.
具体变化规律如图２所示.

图２　理论最小 GDOP值与恒星个数的关系

Fig．２　TherelationshipbetweenthetheoreticalminimumofGDOPandthenumberofstars

　　图２(a)的横轴为恒星个数,纵轴为理论最小

GDOP;图２(b)的横轴为恒星个数,纵轴为理论

最小 GDOP的变化率.可见 GDOP减小的速度

随着恒星个数的增加而减小,当恒星个数增加到

１０８(２４)颗时,定位误差的减小量小于０．００１×测

量误差/每颗(０．０１×测量误差/每颗).且当恒星

２８８
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数大于５颗的时候,最优的分布GDOP小于１,表
明最终的定位误差在数值上小于测角误差.

３　仿真算例与分析

３．１　仿真数据

将单位球面作为天球坐标系的参考面,在天

球上设置均匀分布的恒星,即等间隔选取赤经赤

纬,通过坐标转换将恒星的赤经赤纬转换为当地

地平坐标系下的方位角和天顶距,取地平面以上

的恒星作为仿真星表.其在各自坐标系中的分布

如图３所示,其中仿真的恒星时时刻为０时,测站

天文经纬度为(１１３°,３４°).

图３　仿真星表分布

Fig．３　Simulationcatalogdistributiondiagram

　　图３(a)中纵向和横向的弧线分别表示等间

隔的赤经圈和赤纬圈,其交点即为仿真恒星在赤

道坐标系上的位置.经过坐标旋转后转换至当地

地平坐标系下,如图３(b)所示.
得到仿真星表后,按照方位角尽量均匀分布

的原则(天顶距随机分布),依次选取３~１００颗恒

星进行５０００次的蒙特卡洛仿真试验,每次仿真在

天顶距上加上方差为５″的随机偶然误差以及２″
的系统误差,通过最小二乘解算对最终定位结果

进行分析.
图４(a)是当观测的恒星的方位角均匀分布

时,不同恒星个数下的仿真结果.可得结论:①由

于仿真中方位角的误差只涉及数值计算过程中的

舍入误差,对于 GDOP的影响很小,因此在恒星

方位角均匀分布时仿真 GDOP的变化曲线与理

论最小 GDOP的几乎重合.随着恒星数量的增

加,GDOP不断减小,与理论推断相符;②将图４
(a)中定位误差随恒星数量增加的变化趋势与

GDOP的变化趋势进行对比可知,在天顶距测量

误差一定的前提下,定位误差随恒星个数增加的

变化 趋 势 与 GDOP 的 变 化 趋 势 基 本 一 致,即

GDOP的大小能用于表示天文定位精度的优劣;

③图４(a)中天顶距大气折射改正残余误差为

１．９５″~２．０５″,与初始设置的２″系统误差接近,无

明显偏差;④ 图 ４(b)表示当观测的恒星数为

１００颗且方位角均匀分布时,每次仿真解算后的

纬度和经度误差,总体无系统误差.根据定位模

型以及 GDOP取到最小值的条件,φ 的中误差与

cosφ􀅰λ 的中误差相等,即解算得到的纬度中误

差会小于经度中误差,且测站越靠近赤道经纬度

定位精度的差异越小.

３．２　仿真算例

以下通过仿真试验分别讨论天顶距与方位角

的分布对定位精度的影响.
图５表示在天顶距不变的条件下,采用２０颗

不同方位角分布的恒星的定位结果,包括 GDOP
值、定位误差及系统误差.可得结论:①当恒星方

位角均匀分布时,解算所得 GDOP为０．５００１,接
近理论最小值０．５,相应的定位误差也取到最小值

１．９７″,当 恒 星 方 位 角 随 机 分 布 时,解 算 所 得

GDOP以及定位误差都明显大于方位角均匀分

布时的,同时从图中可以看出 GDOP与定位误差

的变化趋势基本一致,即在观测误差一定时,可以

采用 GDOP的大小判断定位误差的大小;②当恒

星方位角随机分布时,系统误差的解算结果为１．
９６″~２．０５″,与真值２″接近,可认为天顶距存在固

定的系统误差时,恒星方位角的不同分布对系统

误差的解算影响较小.
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图４　天顶距法天文定位仿真

Fig．４　Simulationforaltitudemethodinastronomicalpositioning

图５　恒星天顶距为４５°±０．５°且方位角不同分布时的定位仿真结果

Fig．５　Thesimulationpositioningresultsofstarsindifferentdistributionofazimuthand４５°±０．５°zenithdistance

　　图６表示在方位角均匀分布的条件下,采用

２０颗不同天顶距分布的恒星的定位结果.可得

结论:① 当恒星天顶距随机分布时,解算所得

GDOP的均值约为０．５,标准差为１．９×１０－７,相
应的定位误差为１．９３″~２．０３″,可认为天顶距固定

时的解算结果基本一致,即当方位角呈均匀分布

时,恒星天顶距的不同对定位结果的影响可以忽

略,此外,文献[２５]的研究表明在同等的观测误差

下,天顶距法的定位精度与天顶距的具体取值无

关,与本文结论一致;②当恒星天顶距随机分布

时,系统误差的解算结果为１．９６″~２．０５″,与真值

２″接近,可认为天顶距存在固定的系统误差时,恒
星天顶距的不同分布对系统误差的解算影响

较小.

４　试验验证

在实际观测中大气折射与天顶距的大小有强

相关性,根据基本的大气折射修正模型[１６,２６],恒
星的天顶距越大,光线折射程度越大,并且由于大

气折射会随着温度、气压的变化而不同,模型的误
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差也不尽相同.通常天顶距越大,模型推算的结

果误差越大.因此严格意义上说,不同天顶距的

恒星的大气折射改正残余不同.实际观测中用等

高的方位角均匀分布的恒星进行天顶距法天文定

位时与上文推导的计算模型最为接近.

图６　恒星方位角均匀分布且天顶距随机时的定位仿真结果

Fig．６　Thesimulationpositioningresultsofstarswithuniformazimuthdistributionandrandomzenithdistance

　　２０１８年９月３日,在郑州某天文点用 TS５０
全站仪观测天顶距为４０°以及５０°的恒星各３０颗,
该全站仪的标称测角精度为０．５″.按照方位角均

匀分布的原则选取天顶距为４０°的不同个数的恒

星进行定位解算,结果如图７所示.

图７　实测数据的天顶距法定位结果

Fig．７　Altitudemethodofastronomicalpositioninginmeasureddata

　　由于实际观测的恒星无法严格按照方位角均

匀分布进行选取,因此实际观测解算的 GDOP一

般大于理论最小值.最终定位精度存在波动,一
方面是由于真实的 GDOP与理论值的差异,另一

方面是由于不同时段观测的不同的恒星的观测精

度不尽相同.但随着观测恒星个数的增加,定位

误差总体是呈逐渐下降的趋势.
分别选择天顶距为４０°以及５０°的不同方位
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角分布的２０颗恒星进行解算,结果如图８及表１ 所示.

图８　恒星天顶距分别为４０°和５０°且方位角不同分布时的定位试验结果

Fig．８　Theexperimentalpositioningresultsofstarsindifferentdistributionofazimuthwithzenithdistancein４０°and
５０°respectively

表１　恒星天顶距为４０°和５０°及方位角不同分布时的定

位试验结果

Tab．１　Theexperimentalpositioningresultsofstarsin

differentdistributionofazimuthof４０°and５０°

zenithdistance

恒星分布 GDOP值
定位误差

/(″)
系统误差

/(″)

天顶距４０°、方位

角均匀分布
０．５０１６ ０．１８ ５．３２

天顶距５０°、方位

角均匀分布
０．５０１５ ０．２０ １１．０３

天顶距４０°、方位

角随机分布
０．５００７~
０．５７４４

０．１１~０．６１ ４．６１~６．１４

天顶距５０°、方位

角随机分布
０．５０２１~
０．５９２２

０．１２~０．５８ ９．８３~１２．４４

　　图８(a)和图８(b)分别表示在３０颗天顶距为

４０°和５０°的恒星中选取２０颗不同方位角分布的

恒星的定位结果.结合表１中列出的部分统计结

果可得结论:①当恒星方位角均匀分布时,试验所

得GDOP与理论 GDOP最小值０．５接近,小于恒

星方位角随机分布时的解算结果;②当恒星方位

角随机分布时,采用两种不同天顶距的恒星定位

误差都存在小部分稍小于０．１８″,这是实际观测时

每颗星的观测精度不等造成的.整体而言采用方

位角均匀分布的恒星能够得到最小的定位误差.
为验证不同天顶距对定位结果的影响,在尽

量满足方位角均匀分布的条件下,从两种不同天

顶距的恒星中各随机选取１０颗进行的定位解算,

结果如图９及表２所示.

表２　随机选取方位角均匀分布,天顶距为４０°和５０°的恒

星各１０颗定位解算结果

Tab．２　Theexperimentalpositioningresultsofeach１０
starsinrandomof４０°and５０°zenithdistance
anduniformazimuthrespectively

恒星分布 GDOP值
定位误差

/(″)
系统误差

/(″)

方位角均匀分布,
天顶距为４０°和５０°

的恒星各１０颗

０．５０００~
０．５０３０

０．１８~１．７７ ７．２４~９．０１

　　图９表示在方位角均匀分布的条件下,从天

顶距为４０°和５０°的恒星中各随机选取１０颗一同

进行定位解算的结果.表２中已列出相关的统计

信息.与表１进行对比可得:①GDOP 稳定在

０．５~０．５０３,与理论值０．５接近.整体小于方位角

随机分布时的 GDOP值,显然方位角的不同分布

对 GDOP 的 影 响 大 于 天 顶 距 的 不 同 分 布 对

GDOP的影响,与理论推导结果基本符合.②当

采用两种天顶距时的定位误差明显大于采用单一

的天顶距时的,原因在于不同天顶距的大气折射

改正残差不一致.③采用天顶距４０°的恒星进行

解算后得到的系统误差为５．５１２９″,即大气折射

改正残差约,同理天顶距５０°的恒星的大气折射

改正残差约为１１．４５２６″,而采用两种天顶距的恒

星进行解算后得到的系统差为７．２４″~９．０１″,在定

位模型中无相应的实际意义.
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图９　随机选取方位角均匀分布,天顶距为４０°和５０°的恒星各１０颗定位解算结果

Fig．９　Theexperimentalpositioningresultsofeach１０starsinrandomof４０°and５０°zenithdistanceanduniform
azimuthrespectively

５　结　论

本文借鉴卫星导航中 GDOP的定义,推导了

天顶距法中 GDOP的表达式,从数学上证明了天

顶距法中 GDOP取得最小值的条件并经过仿真

实验以及实测试验验证.结果表明在测量精度一

定时,GDOP 与 定 位 误 差 呈 正 相 关,即 可 以 用

GDOP的大小表述定位精度的优劣.GDOP本

身与恒星的几何分布以及数目有关,采用方位角

均匀分布的恒星进行解算能得到 GDOP最小值,
为高效处理天文观测数据提供了理论依据.考虑

到不同高度的恒星天顶距大气折射改正残差不

同,在实际测量中应尽量采用等天顶距且方位角

均匀分布的恒星.
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