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摘　要:本文 推 导 的 椭 球 谐 系 数 和 球 谐 系 数 相 互 之 间 转 换 关 系 的 核 心 思 想 是 在ε２ 量 级 下 利 用

Legendre函数的正交性,从球谐系数求解的积分表示出发,将积分中的椭球坐标变量与球坐标变量相

互转换,从而得出椭球谐系数与球谐系数之间的转换关系.本文导出的转换关系有以下优点:①对于第

二类Legendre函数的计算采用Laurent级数表示,使计算第二类Legendre函数更为简单;②保留了

ε２ 量级下,导出的转换关系相比文献[２]的形式更简单,满足物理大地测量边值问题线性化的要求;③顾

及了余纬和归化余纬的区别.
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　　地球重力场是地球的基本物理场之一,在确

定大地水准面上起着决定性作用.通常,重力场

是用球谐级数来表示,即通过给出球谐级数的位

系数来构建重力场模型.由于大地水准面更接近

于某个旋转椭球面(参考椭球面),因此文献[１—

２]建议以参考椭球面为边界来解算重力场.特别

是文献[２]研究了以参考椭球面作为边界时重力

边值问题的求解方法,同时严格推导了重力场椭

球谐系数与球谐系数之间的转换公式,这就使得

椭球谐函数在重力场研究中成了与球谐函数同样

重要的数学工具.由于椭球谐函数的表达式是由

第二类Legendre函数来表示的,因此出现了诸多

关于第二类Legendre函数计算的研究工作[３Ｇ１０].
尽管上述列举的研究工作出发点不同,但结论都

是使用迭代方法来计算第二类 Legendre函数.
这里值得提及的是文献[１１]的工作,他们使用解

析函数 Laurent展开式给出了第二类 Legendre
函数的表达式,因而无须进行迭代就可以直接使

用第二类Legendre函数.
借助于旋转椭球面在大地测量学中的应用思

路,也有学者引入了三轴椭球面作为大地边值问

题的边界面.但由于此时需要计算 Lamè函数,
其计算公式较为复杂,加上大地坐标系是以参考

椭球面作为基准的原因,故三轴椭球面在研究地

球重力场中没有被详细研究.
总体而言,研究椭球谐函数的主要目标体现

在以下两个方面:①如何在保证所需的精度下给

出第二类Legendre函数的计算;②在满足精度要

求下寻求椭球谐系数与球谐系数之间便于计算的

转换关系.本文的主要任务是:在保留椭球扁率

量级的前提下实现上述两个目标.之所以仅保留

扁率量级,是因为大地边值问题都来自于扰动位

的线性化,即:舍去的量级是O(T２),这里T 是扰

动位;而 保 留 扁 率 量 级 意 味 着 舍 去 的 量 级 是

O(T􀅰ε４),这里ε２≈０．００６.这意味着保留扁率

量级基本能够保证大地边值问题的线性化精度.

１　第二类Lengenre函数与Laurent展开式

在物理大地测量中,常用的边界面是大地水

准面或参考椭球面,如果忽略掉O(T２)量级,大
地水准面可以用参考椭球面来替代.记∑:(x２＋
y２)/a２＋z２/b２＝１是参考椭球面在直角坐标系

下的表达式,这里a 是赤道半径,b是半短轴.再

引入记号:E２＝a２－b２ 以及ε２＝E２/b２,这里ε２

就是参考椭球面的第二偏心率.扰动位T 作为

∑外的调和函数,根据 Laplace方程的性质,扰动

位有下列椭球谐级数展开式
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∞

n＝０
∑
n
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􀭺Ce
nm􀭺Ynm(ϑ,λ) (１)

式中,Qnm是第二类Legendre函数;i＝ －１;􀭺Ce
nm

是椭球谐系数;(u,ϑ,λ)是等焦椭球坐标系,其含

义分别表示椭球的短半轴、归化余纬、经度;􀭺Ynm

是球谐基函数,其表达式为

􀭺Ynm(ϑ,λ)＝􀭺Pnm(cosϑ)cos(mλ)

sin(mλ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　　　　􀭺Pn, m (cosϑ)cos(mλ), m≤０
sin(mλ), m＞０{ (２)

式中,􀭺Pnm为归一化连带Legendre函数.
从式(１)可知,第二类 Legendre函数Qnm 的

计算是椭球谐级数的核心问题,为此令

fnm(ρ)＝
Qnm i

u
E

æ

è
ç

ö

ø
÷

Qnm i
b
E

æ

è
ç

ö

ø
÷

(３)

式中,ρ＝
u
b

.根据第二类 Legendre函数的性质:

当ρ→∞时,fnm(ρ)＝O(ρ－n－１),可将fnm(ρ)写成

fnm(ρ)＝∑
∞

k＝１

c(k)
nm

ρn＋k
,　ρ ≥１ (４)

事实上,式(４)就是解析函数的Laurent展开式.
由于Qnm满足Legendre微分方程,所以可导

出式(４)中的系数c(k)
nm 满足:c(２k)

nm ＝０以及

c(２k＋１)
nm ＝－

(n＋２k－１)(n＋２k)
２k(２k＋２n＋１) ε２c(２k－１)

nm －

　 m２

２k(２k＋２n＋１)∑
k

j＝１

(－１)j＋１ε２jc(２k－２j＋１)
nm (５)

特别舍去ε４ 以上量级时,式(５)简化为

c(２k＋１)
nm ＝－

(n＋２k－１)(n＋２k)＋m２

２k(２k＋２n＋１) ε２c(２k－１)
nm (６)

以及fnm(ρ)可写成

fnm(ρ)＝
c(１)

nm

ρn＋１＋
c(３)

nm
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将式(７)代入式(１),并调整系数c(１)
nm􀭺Ce

nm仍为􀭺Ce
nm,

则∑外扰动位的椭球谐级数表达式是

T(u,ϑ,λ)＝

　∑
∞

n,m

􀭺Ce
nm

bn＋１

un＋１ －ε２ (n＋１)(n＋２)＋m２
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é
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　􀭺Ynm(ϑ,λ) (８)
事实上,式(８)便是在保留ε２ 的精度下参考椭球

面∑外扰动位的椭球谐级数表达式.至此,得到

了便于计算的扰动位椭球谐级数表达式.需要说

明的是,在将扰动位的表达式(８)用于求解大地边

值问题时,其边值问题的求解精度是O(T􀅰ε４),
该精度与线性化精度O(T２)基本上是一致的.

２　椭球谐系数与球谐系数之间的转换关系

根据Runge延拓定理[１７],扰动位T 也可展

开为球谐级数

T(r,θ,λ)＝∑
∞

n,m

R
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

n＋１
􀭺Cs

nm􀭺Ynm(θ,λ) (９)

式中,􀭺Cs
nm是球谐系数;R 是地球平均半径;(r,θ,

λ)是球坐标系,r 是原点距、θ 是余纬,λ 仍是经

度.事实上,形如式(９)的球谐级数是重力场最重

要的表示形式之一,目前主要的重力场模型都是

以该形式给出的.
如何建立椭球谐系数􀭺Ce

nm 与球谐系数􀭺Cs
nm 之

间的关系呢? 事实上,文献[２]曾导出它们之间的

转换公式,但该公式中涉及无穷级数的求和,因而

不便于应用.本节的目标是在保留ε２ 的精度下

给出􀭺Ce
nm与􀭺Cs

nm之间的转换关系.根据Legendre
函数正交性,有如下公式存在

􀭺Cs
nm ＝

１
４π∬

σ

T(R,θ,λ)􀭺Ynm(θ,λ)dσ (１０)

和

􀭺Ce
nm ＝

１
４π∬̂

σ

T(b,ϑ,λ)􀭺Ynm(ϑ,λ)dσ̂ (１１)

式中,σ、σ̂ 均表示单位球面;dσ＝sinθdθdλ;dσ̂＝
sinϑdϑdλ.

在推导转换关系之前,先写出直角坐标系、球
坐标系、椭球坐标系之间的转换关系

x＝ u２＋E２sinϑcosλ＝rsinθcosλ

y＝ u２＋E２sinϑsinλ＝rsinθsinλ
z＝ucosϑ＝rcosθ

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

(１２)

在保留至ε２ 量级下,根据式(１２)的前两式,可以得出

r＝u １＋
E２

u２sin２ϑ＝u １＋
１
２
E２

u２sin２ϑæ

è
ç

ö

ø
÷(１３)

u＝ r２－E２sin２ϑ＝r１－
１
２
E
r２

２

sin２θæ

è
ç

ö

ø
÷ (１４)

当r＝R 时,u＝b,根据式(１２)的第３式,有

cosθ＝cosϑ１－
ε２

２sin２ϑæ

è
ç

ö

ø
÷ (１５)

cosϑ＝cosθ１＋
ε２

２sin２θæ

è
ç

ö

ø
÷ (１６)

此外根据Legendre函数性质,存在如下递推关系[１１,１７]

sin２θ􀭺Pnm(cosθ)＝－αnm􀭺Pn＋２,m(cosθ)＋
(１－βnm)􀭺Pnm－γnm􀭺Pn－２,m (１７)

d􀭺Pnm(cosθ)
dcosθ sin２θcosθ＝ξnm􀭺Pn＋２,m(cosθ)＋

　(ψnm＋τnm)􀭺Pnm(cosθ)＋ηnm􀭺Pn－２,m(cosθ)(１８)
式中

αnm＝
１

(２n＋３)
(n－m＋１)(n－m＋２)(n＋m＋１)(n＋m＋２)

(２n＋５)(２n＋１)
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７８１
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　　首先推导球谐系数转换到椭球谐系数,根据 式(１１),将扰动位T 用球谐展开式代入,便有

􀭺Ce
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４π∑
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nm∬̂

σ

Rn＋１

rn＋１
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将式(１３)和式(１５)代入式(１９),可得
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式(１７)和式(１８)代入式(２０),便有
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可得球谐系数到椭球谐系数的转换公式.
同理可以导出椭球谐系数到球谐系数的转

换,根据式(１０)则有

􀭺Cs
kl ＝

１
４π∬

σ

T r＝R􀅰􀭺Ykl(θ,λ)dσ (２２)

利用式(８)与式(１６),保留至ε２ 量级,则有

T r＝R ＝∑
∞

n,m

b
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

n＋１
􀭺Ce

nm １＋
n＋１

２ ε２sin２θ－ε２ (n＋１)(n＋２)＋m２

２(２n＋３)
b２

R２
é

ë
êê

ù

û
úú
􀭺Ynm(ϑ,λ) (２３)

再将式(１４)、式(２３)代入式(２２)中,便有

􀭺Cs
kl ＝

１
４π∑

∞

n,m

􀭺Ce
nm

b
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

n＋１

∬
σ

１＋
n＋１

２ ε２sin２θ－ε２ (n＋１)(n＋２)＋m２

２(２n＋３)
b２

R２
é

ë
êê

ù

û
úú􀅰

􀭺Pnm cosθ＋
ε２

２sin２θcosθæ

è
ç

ö

ø
÷

cosmλ
sinmλ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰􀭺Ynm(θ,λ)dσ＝

１
４π∑

∞

n,m

􀭺Ce
nm

b
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

n＋１

∬
σ

１＋
n＋１

２ ε２sin２θ－ε２ (n＋１)(n＋２)＋m２

２(２n＋３)
b２

R２
é

ë
êê

ù

û
úú􀅰

􀭺Pnm(cosθ)＋
ε２

２sin２θcosθ􀭺P′nm(cosθ)é

ë
êê

ù

û
úú

cosmλ
sinmλ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰􀭺Ynm(θ,λ)dσ (２４)

再次运用式(１７)和式(１８),便得

􀭺Cs
kl＝

b
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

k＋１

１－ε２
(k＋１)(k＋２)＋l２

２(２k＋３)
b２

R２＋
k＋１

２ ε２(１－βkl)＋
ε２

２
(ψkl＋τkl)

é

ë
êê

ù

û
úú
􀭺Ce

k,l＋

b
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

k＋３ε２

２ ηk＋２,l－(k＋３)γk＋２,l[ ]􀭺Ce
k＋２,l＋

b
R

æ

è
ç

ö

ø
÷

k－１ε２

２ ξk－２,l－(k－１)αk－２,l[ ]􀭺Ce
k－２,l (２５)
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　　总之,在顾及ε２ 量级下,球谐系数转换到椭

球谐系数可按照式(２１)得到,椭球谐系数转换到

球谐系数可按照式(２５)计算.

３　算　例

为了验证本文推导的椭球谐系数与球谐系数

转换公式的精度,本文采用EGM２００８超高阶次重

力场模型进行模拟计算.选取的阶数为２１６０阶,
模拟计算的设计如下:①从 EGM２００８模型计算

出大地水准面S,并给出S 上相应的重力值g;

②利用严格的Stokes边值问题的建立过程,在参

考椭球面上得到边值问题;③使用球近似方法变

换Stokes边值问题来还原 EGM２００８模型的位

系数;④直接在椭球面上利用式(８)求解Stokes
边值问题,然后再利用文中给出的系数转换式

(２５)来还原 EGM２００８的位系数;最后绘制了还

原位系数的误差阶方差图(见图１).

图１　阶方差比较

Fig．１　Degreevariancescomparison

从图１可见,直接在椭球面上求解Stokes边

值问题具有更高的精度,特别是这里使用了从椭

球谐系数到球谐系数的转换式(２５),这意味着,本
文导出的转换公式具有较好的精度,可以用于超

高阶次的重力场模型的计算.

４　总结与分析

本文研究的目的是利用 Legendre函数的正

交性,在保留ε２ 量级下导出椭球谐系数与球谐系

数相互之间简单转换关系,具有下列优点:①对于

第二类Legendre函数的计算,采用Laurent级数

的形式,使得对第二类Legendre函数的计算更为

简单;②由于物理大地测量中的边值问题都是基

于扰动位的线性化问题,即精度为O(T２),因此

在实际解算这些边值问题时顾及精度O(T􀅰ε２)
就基本能够满足线性化问题的精度要求,本文推

导的系数转换式(２１)和式(２５)保留了ε２ 量级,相
对于文献[２]的结果要简单得多;③ 通过处理

EGM２００８超高阶次重力场模型可知,文中给出

的转换公式能用于求解物理大地测量中的边值

问题.
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